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El estudio del Algebra Lineal, hace tan s6lo unos 80 afios, estaba destinado
nada mas a los estudiantes de Matematica y Fisica, aquellos que necesitaban
conocimientos de la teoria de matrices para trabajar en 4reas técnicas como estadistica
multivariada. ¢

En el Algebra Lineal se estudia ahora en muchas disciplinas debido a la
invencion de las computadoras de alta velocidad y el aumento general de las
aplicaciones de la matematica en areas que por tradicion no son técnicas.

En el presente libro en su 2da. edicidn, se estudia en el Capitulo I, la recta y los

planos en R, en el Capitulo I se hace una revisién de los conceptos de Producto
Cartesiano, de Relaciones Binarias y Funciones, en el Capitulo III se trata los Espacios
Vectoriales, Subespacios, base, dimension, en el Capitulo IV se trata todo lo referentes a
Transformaciones Lineales, asi como el Nucleo, Imagen, Base, Dimension,
Operaciones, Matriz Asociada a una Transformacion y en los Capitulos V y VI, se trata

del producto interno, el proceso d¢e GRAM — SCHMITD y las Formas Bilineales.

La Lectura del presente trabajo requiere del conocimiento de un curso de
matematica basica asi como el calculo diferencial e integral. Los temas expuestos en
esta obra esta con la mayor claridad posible.
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sugerencias.

Doctor Pedro Contreras Chamorro.
Lic. Guillermo Mas Azahuanche.

¢  Lic. Juan Bernuy Barros ¢
¢  Lic. Antonio Calderon. ¢

Y a todo él publico por la preferencia que brindan a cada una de mis
publicaciones

EDUARDO ESPINOZA RAMOS



DEDICATORIA

Este libro lo dedico a mis hijos.

RONALD, JORGE y DIANA

Que Dios ilumine sus caminos para que puedan ser Guias de sus Préjimo




[INDICE

 CAPITULO 1

1. RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO
TRIDIMENSIONAL

1.1 Sistema de Coordenada Rectangular en el Espacio.

1.2 Distancia entre Dos Puntos.

13 Division de un Segmento segiin una Razén dada.

1.4 Angulos Directores, Cosenos Directores y Numeros Directores.

4.5 Expresiones de los Cosenos Directores de una Recta determinados
por Dos de sus Puntos.

1.6 Relacion entre los Cosenos Directores de una Recta.

A. LA RECTA

k7 La Recta en el Espacio Tridimensional.

1.8 Ecuacion Vectorial de la Recta.

1.9 Ecuacion Paramétrica de la Recta en el Espacio.

1.10  Ecuacion Simétrica de la Recta.

1.11 Rectas Paralelas y Ortogonales.

1.12 Angulo entre Dos Rectas.

1.13 Distancia Minima entre Dos Rectas (Rectas que se Cruzan).

1.14 Teorema. '

1.15 Teorema.

1.16  Proyeccion Ortogonal de un Punto Sobre una Recta.

1.17  Ejercicios Desarrollados.



1.34
1.35
1.36

EL. PLANO

Definicion.

Ecuacion Vectorial del Plano.

Ecuaciones Paramétricas del Plano.

Ecuacién General del Plano.

Planos Paralelos y Ortogonales.

Interseccion de Planos.

Ecuacién Biplanar de la Recta.

Interseccion entre Recta y Plano.

Plano Paralelo a una Recta y Plano Perpendicular a una Recta.
Familia de Planos.

Ecuaciones Incompletas del Plano.

Distancia de un Punto 2 un Plano.

Angulo entre Rectd y Plano.

Proyeccion Ortogonal de un Punto sobre un Plano.
Proyeccion Ortogonal de una Recta sobre un Plano.

Distancia Minima entre un Plano y una Recta que no est4 contenida
en el Plano.
Angulo entre dos Planos.
Ejercicios Desarrollados.

Ejercicios Propuestos.

CAPITULO NI

2.  CONCEPTOS BASICOS
2:1: Producto de dos Conjuntos

2.2, Propiedades de dos Conjuntos
2.3 Relacién Binaria

104
104
104
104

2.4. Aplicacionde X en Y
2> Clases de Funciones
2.6. Conjunto Imagen y Conjunto Imagen Inversa
25K Composicion de Funciones
2.8. Leyes de Composicion Interna y Externa
2(9. Campo o Cuerpo
CAPITULO 111

3. ESPACIOS VECTORIALES

B b Definicion

352 Ejemplos de Espacios Vectoriales

33 Propiedades de los Espacios Vectoriales
3.4 Espacio Vectorial de Funciones

R o 4 Espacio Vectorial de las Matrices mxn
3.6. Ejercicios Propuestos

3 Sub — espacios Vectoriales

38 Operaciones con Funciones

39 Combinaciones Lineales

3.10.  Conjunto de Combinaciones Lineales
3.11.  Sub - espacio Generado

3.12. Independencia y Dependencia Lineal
3.13.  Sistema de Generadores

3.14.  Base de un Espacio Vectorial

3.15. Dimension de un Espacio Vectorial
3.16. Dimension de la suma

3.17. Dimensién de la suma Directa

3.18. Teorema

3.19. Ejercicios Propuestos

104
105
105
106
107
107

111
111

113

117
119
121

127
130
153
168
171
173
178
184
186
191
195
199
208
213



5.4. Ortogonalidad — Conjunto Ortogonal — Conjunto Ortonormal 329

{ P
| CAPITULO IV
4, TRAN 5.5. Teorema 333
¥ SFORMACIONES LINEALES 229 56.  Corolario S
4.1, Definicid
finicion 229 L Proceso de Ortogonalidad de GRAM — SCHMIDT 335
42, Interpretacion Geométrica 230 5.8 Corolario 338
43,
4 Teorema 230 59.  Definicion 330
4, ici | |
v Proposicion e e 237 5.10. Teorema 339
4.5. Clasificacién de las Transformaciones Lineales 239 5.11.  Ejercicios Propuestos 342
4.6. Proposicion R AAIAOT O 19 242
4.7. Niicleo o Imagen de una Transformacién Lineal 247 C tT k X
4.8, Teorema ' RES |
: . i b 252 6. VALORES Y VECTORES PROPIOS 343
49. Dimensiones del Niicleo y de la Imagen T 50 255 6.1 Defiicitn: 343
= : oI efinicion
10.  Teorema Fundamental de las Transformaciones Lineales 260 6.2. Valores y Vectores Propios de una Matriz 344
4.11.  Coordenadas o Componentes de un Vector.: | ../ - . g 266 6.3 Definicié 345
- ~ 3. efinicion
4.12.  Matriz Asociada a una Transformaciones Lineales ... 268 6.4 T i
, 4. eorema
4:k3.  Algebra de las Transformaciones Lineales , : 275 6.5 Polinomio Caracteristico de una Matriz 353
4:14.  Composicion de las Transformaciones Lineales, ., seonciogn0 288 6.6' Matrices Semejantes y Diagonalizacion 355
4,15. Transformaciones Lineales Inversibles , o 282 6.7. T : o 0% 356
4.16. Teorema : b i
by - S 287 6.8. Matriz Diagonable 356
7. Isomorfismo Inducido por una Transformaci6n Lineal 289 6.9 T 358
: 9. eorema
4.18. Cambio de Base y Semejanza de Matrices 296 6.10 .T de Cayl Hamilto 364
IR .10. eorema de Cayley — ilton
4:.19. Ejercicios Propuestos : 303 6.11. Ejercicios Prop)\:;)t,os 369
EFCTENT V 6.12.  Formas Bilineales A
| ‘ - 6.13  Matriz Bilineal Simétrica 380
5.  PRODUCTO INTERNO Y ORTOGONALIDAD 321 6.14. , Forma BiliseslSitnétrics o
ik Definicion 121 6.15. Formas Cuadraticas 383
52 Definicién 323 6.16.  Ejercicios Propuestos 385
BIBLIOGRAFIA i

P Teorema 127




Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional 1

CAPITULO 1

RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO
TRIDIMENSIONAL

PRE-REQUISITOS.- Parala comgrensiém adecuada de este tema de rectas y
planos en R’, se requiere de los conocimientos previos
de:

- Sistema de coordenadas en el plano.

- Solucion de sistemas de ecuaciones.

- Elementos de geometria del espacio.

OBJETIVOS.- Establecer los fundamentos necesarios para el trazado de
planos y rectas en el espacio, respecto a un sistema de
coordenadas. Al terminar este capitulo el alumno debe ser capaz de:

- Describir el sistema coordenado en el espacio.

- Situar puntos en el sistema coordenado del espacio.

- Recordar las distintas formas de la ecuacién general de un plano.

- Trazar un plano dada su ecuacion, interpretando geométricamente.
- Hallar la ecuacién del plano a partir de condiciones geométricas.

- Recordar que dos ecuaciones lineales simultdneas representan una recta
en el espacio. (Sistema Compatible).

- Representar graficamente una recta en el espacio.

- Hallar la ecuaciéon de la recta en el espacio a partir de condiciones
geométricas dadas.
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LI SISTEMA DE COORDENADA RECTANGULAR EN EL

ESPACIO.- 4

Consideremos tres planos mutuamente perpendiculares, Pxy, Pxz y Pyz, que se
cortan en un mismo punto O. En la figura identificamos los siguientes
elementos geométricos.

TZ
V., “7’£"——
/ 71
Pl P it
; |O ;ny Y
i gl
i | ) ‘
] |
I :
X/ I//J PyZ
Lo ale

a) EJES COORDENADOS.- los ejes generalmente son identificados por

las letras™'*X, = ¥,""Z' 'y se habla
£ e ;. - frecuentemente del ejc X, del eje Y y del
'/ 1t il i | eje Z, donde:
' Pxz " | El eje X es la recta determinada por la
| | _ interseccion de los planos Pxy y Pxz, el eje
0 // Y 'Y 'es la recta determinada por la
. Pxy/ ix?terseccién de los planos Pxy y Pyz y el
SEre e eje Z es. la recta determinada por la

interseccion de los plano Pxz y Pyz.

La direccion positiva se indica por medio de una flecha. Los ejes
coordenados tomados de dos en dos determinan tres planos, llamados
planos coordenados.

b) PLANOS COORDENADOS.-

El plano coordenado XY que denotaremos

zt por Pxy, es determinado por las rectas: eje
,_CSQ'OE)_/I XyelejeY.
S 4 | El Plano coordenado XZ que denotaremos
_6(x,y.1) por Pxz, es determinado por las rectas: eje
| |  XyelejeZ

Ut Y
| £ B(0.y.0) El Plano coordenado YZ que denotaremos
L e — por Pyz, es determinado por las rectas: eje

iy el eye’Z:

Los planos coordenados dividen al espacio tridimensional en 8 sub-

espacios llamados octantes.

Consideremos un punto P(x,y,z), cualquiera en el espacio tridimensional,
a través de P(x,y,z) se construye tres planos, un plano perpendicular a

cada uno de los ejes coordenados.

Sea A(x, 0, 0 ) el punto en el cual el plano perpendicular corta al eje X,
B(0, y, 0) el punto en el cual el plano perpendicular corta al eje Y, y sea
C(0,0,z) el punto en el cual el plano perpendicular corta al eje Z.

[1.2. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.-

TEOREMA.- La distancia no dirigida entre dos puntos p; (X;,y1.,z1) ¥ P2
(X2 ,¥2 ,23) del espacio tridimensional esta dado por:

d(px.Pz)-‘-J(xz ~x,)2 f"(J’z ‘YI)Z +(z, "‘l‘)2

Demostracién
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z4 5 i i
s s o __4 Sea a = Pypy un vector de origen p; y extremo
Thesg o P2, entonces:
/- l Pz(t‘zvyzvzz)
o I - e

a=pipy=p;—p)=(Xy=X1,¥3 V1,23 —2))

-
por lo tanto la longitud del vector a es:

o
v

R
d(pip) 2 1= =1 + 0 - 31) % (22 - 2,)
Ejemplo.- Hallar la distancia entre los puntos n(-1,-2,2) y p;(2.4,-1)

Solucion

sl ety

Sea a =pp, =p,—p =(2,4,~1)-(=1,-2,2) = (3,6,-3)

s 1) o o
d(pip) =1 2 || =y3% £62 +(=3)* =\0+36+9 = /54
~ d(p,py)= 3\/6

Ejemplo.-. Demostrar ‘que los puntos p;(-2,4:-3),/ P> (4,-3-2) v ps (-3,-2,4)
'son los vértices de un triangulo equilétero.

Solucién

Los puntos p; , p, y p; son los vértices de un triangulo equilétero si:

d(p1,p2) = d(py,ps) = d(ps, p3), ahora calculando cada una de las distancias:

d(Pl,P2)=\/(4—(—2))2+(~3—4)2+(_2_(~3))3 PR e N

"(Pupa)=\/(-3—(—2))2 +(=2-4)" +(4-(-3)% = V1+36+49 = /86

d(py,p3) = YB=42 + (2= +(4-(-2))* = J49+1+36 = J86

Como las distancias son iguales, entonces los puntos p, , p; ¥ p3 son los

vértices de un triangulo equilatero.

13. DIVISION DE UN SEGMENTO SEGUN UNA RAZON
DADA. .-

TEOREMA.- Si los puntos p; (X, ,y1 ,21) ¥ P2 (X2 ,y2 ,22) son los extremos

de un segmento dirigido p,p,; las coordenadas de un

punto p(x,y,z) que divide al segmento p,p, en laRazén r= PP+ pp, es:

X, +rx, n+nm, 2, +rz,
= Y= ' 2= s T #-1
1+r 1+7r 1+7r
Demostracion
47 —
Del grafico se tiene: p p /1 pp, = 3rekR

Pz(xz'yz'zz) tal  que: p,p=rpp,, de donde

/ p-p, =r(p,—p) al despejar p se tiene:
P 1

/ (x.y,z) oy o (p, +1p, ), ahora reemplazamos por
+r
P,(%,,¥4:2, i) Y1 sus coordenadas respectivas:
1
X (x,y,z)=-l—:;((x,,yl,2;)+r(x2,y2,zz))

Xq +rx2 Vi +’3}2 Zy +r22

PYN WA T ), porigualdad se tiene:

(x,,2) = (

b Ve y_J’1+’}’2 z_zl"”zz

- # =1
1+r kdr ' e 4

Y )
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Ejemplo.- Hallar las coordenadas de los puntos de triseccién del segmento
cuyos extremos son (5,-1,7) y (-3,3,1)

Solucién
P.(5-17
1(8,-1,7) . : P,(-33,1)
A B

Caleulando las coordenadas del punto A se ticne:

PR (A b 1
= = T ==._enton o iene:
ABpo 2 ces r= Y2, por lo tanto se tiene:
5413 ) for9 r'n
‘I:——z =l 4 2 1 z oy ) 15 A(7 118
l 3 Y S omr—" T oy ‘:m-—---—:—— oo | P _‘-
bk 1:dbeeed gt a3 i3ty
2 2
e B 2Bp
ora calculemos las coordenadas del punto B donde: r=—= = ——2 =2
Bp, Bp,
entonces
P e SR VNG L R oM 07 S 139
I+2 T b+ 0 RS N0FE 3 I 0T
COROLARIO.- Si p(xy.z) es el punto medio. de! segmento 5,;;
PP '
entonces r=$= . Luego las coordenadas del punto
2
medio son:

X +x .
bl et L i TX Z+2
R y____Z_ oA il 3

> = by

2 2 2

Ejemplo.- Los puntos extremos de un segmento son p,; (-2,1,4) y p» (3.2,-1).

Hallar la coordenadas del punto medio del segmento ;;,—p:

Solucién

Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional 7

Sea p(x,y,z) el punto medio de p; y p» entonces:

xl+x2_—2+3 1 Pty A Al 03 e i
2 it o) 2 ¢ bl 2 e
: (1 3 3)
entonces R i T
Py

1.4.

ANGULOS DIRECTORES, COSENOS DIRECTORES Y
NUMEROS DIRECTORES.-

-y
Consideremos el vector a =(a,,a,,a;) en el espacio tridimensional y los
éngulos a, B y y formados por los ejes coordenadas positivos y el vector

:=(a1,a2,a3);esdecir: a=é(7,;), ﬂ=4((7,;), y= A(—I:,;). Si a//L

e
(recta) donde a =(a,,a,,a,) diremos que:

Z4

2 ~
b3

- 4 e -’

i)  a, a,, a; son los nimeros directores de la recta L.

ii) Los angulos o, fyy se llaman angulos directores de la recta L, y son
formados por los rayos positivos de los ejes de coordenadas y la recta,
respectivamente.
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Los é4ngulos directores- toman walores: entre 0° y 180°% ‘es decir:
0°<a, B,y <180°

ili) A los cosenos de los angulos directores de la recta L, es decir: cos a,
cos B, cos y, se denominan cosenos directores.

1.5. EXPRESIONES DE LOS COSENOS DIRECTORES DE

s UNA RECTA | DETERMINADOS POR DOS DE SUS
“PUNTOS.- " S |
Sea L una recta que pasa por los
puntos p; (X' .y ,21) Y p2(x2.y2.22).
y b
Si*d(py,p3)=llpip2 Al y &, By y son los
angulos directores de la recta L, entonces se
/ » tiené:i‘cosa = 2 )
0 d(py.p2)
it o Ll
osP = =———; cosy =
X d(p,.p>) d(p;.p2)
1.6. RELACION ENTRE L@S'

‘COSENOS DIRECTORES DE
UNA RECTA« Lo

TEOREMA.- La suma de los cuadrados de los cosenos directores de una

. . 2 2
recta L es igual a 1, es decir: cos*a + cos’ P+ cos’ y =1
Demostracion

Aplicando la parte 2.5, se tiene:

o )’| i |
s COSﬂ , Cosy =

cosa = , de donde

d=\[(x2 ~x)2 +(y2 =) +(z, —z;)* , por lo tanto:

2 x2-x1)°  (a-w)’ +(22_Zl)2 =i2_

2 2
cos” a +cos + cos = e
B Y 42 42 42 42

. cos? a+cos® p+cos’ 7=1|

& W
OBSERVACION.- Si_ a = (a, a,, a;) es un vector direccion de la recta L,

Thh il B T BN
donde || a ||=+/af +a; +a; , entonces:

- >

a= &(7;) = cosa—l—a—--L = a,-—llzncosa
IIaII Ilall
P 5
ﬂ=&(7,;) = cosﬂ=1—_'.1=—‘-l_3— = a,=|alcosp
lallIfail
- -
Y= A((k a) = cosy—k—a-aT’ = a,-—-ﬂ;“cosy
lall flall

- - - -3 -
a=(allcosa,| allcosp, |l alcosy)=|a | (cosa,cosf, cosy).

[A. LARECTA.- |

1.7. LA RECTA EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL.-

5
Dado un punto pg(xg,Ye,29) Yy un vector a =(a;,a,,a;) no nulo,

llamaremos recta que pasa por po(xg,v,Zo) paralela al vector

&5
a =(a,a,,a;) al conjunto.

—
L={peR’/p=p,+ta, teR}
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ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA.- }

Sea L la recta que pasa por el punto
Pol(X0>Y05%0) paralelo al vector

e
a =(a),8,,a3)
Si p(x,y,z) de R’ esun punto cualquiera de la

s
recta L, entonces el vector p,p es paralelo al

- —_ >
vector a ,esdecir: py,p//a <> JteR tal

Y s

1
entonces p = 7, +{a , por lo tanto la recta L
es dado por:

-’ o
L= {P=py+ta AER}

—p

- -
pop=t a, dedonde p-p,=ta

ecuacion vectorial de la recta L.

Ejemplo.- Hallar la ecuacion vectorial de la recta L que pasa por el punto

(4,0,5) y es paralela al vector a = (1,-1,3)

Solucién’
Como la ecuacion vectorial de larectaes: L={ py+ta/t=R}
reemplazando los datos se tiene: L = {(4,0,5)+1(1,-13)/1 € R}

OBSERVACION.-  Para cada par de puntos distintos de R’, hay una y solo
una recta que pasa por cllos.

Ejemplo.- Hallar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por los puntos

'Y
OBSERVACION. - Consideremos la recta L = { po+ta/teR }. Un punto

o
pde R’ pertenece a la recta L si p=py+ta para

alginten R, es deci r:

il
peL <> p=p+ia paraalgﬁntréal

1.9.

ECUACION PA RAMETRICA DE LA RECTA EN EL
ESPACIO-

)

Consideremos la ecuaci 6n vectorial‘de lawectall: | L={R +ta/te R}

3 -
De la observacion anteri or se tiene: [Pel <« P=FR+ta,paraalgint e

de donde, al reemplazar })or las coordenadas de P, P, y de las componentes del

-
vector a setiene: (X,y,:%) = (Xo, Yo, Zo) + t(a,, a3, a3), es decir:

2= xo $ae o #
L:§y=pyp+ayt, teR
\B=zptat .

b

i

Las cuales se conocen con el nombre de ecuaciones paramétricas de la recta L.

Ejemplo.- Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta L que pasa por el
- -
punto (5,3,2), paralela al vector a =(4,1,-1)

Solucién’
Pl (153’5) o P2 (472’7)- e
Solucién x=5+4¢
o . Ve ; ) i
La ecuacién vectorial de la recta, esta dado por: L = {p, +1p,p,/t € R}, Las‘ecuacmnes pfxrametnca\s delarecta L son: - L: \y=3+4t ,te R
z=2—¢

donde - p WHBH1D) ={(135)+1(3-12)/1 € R|
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[0) i |
BSERVACION.- Las ecuaciones paramétricas de la recta L que pasa por
el par de puntos P (x,y,2;) ¥y Py(x5,5,5,2,) estd'
dado por: '
x=x+(x,-x )
Lyy=y,+(y;-»)t , teR
: 2=+ -5
Ejemplo.- Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta L que pasa :
por los puntos P; (1,2,1) y P, (5,-1,1)
. Solucién
De acuerdo a la observacion se tiene que: las‘ ecuaciones paramétricas de la
recta L son:
x=1+(5-1)¢ ‘ 14 4¢
x=1+
Lyy=24+(-1-2) ,teR esdecirii: Li{y=2-3% ,teR
z=1+(1-1) ' z=1+0r
1.10. ECUACION SIMETRICA DE LA RECTA,-|

Consideremos las ecuaciones paramétricas de la recta L.

‘L: y =yo"+ a;t.te’R ik
z2=2zghayt - '

Suponiendo que @, #0, a, #0, a; # 0, despejando el parametro t de cada

R i o |
a, ay oy , onde por igualdad

ecuacion tenemos: ¢ =

Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional
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X=Xy Ly=yy 2oz
| it AR 0
I - =

a, a, a

Que se denomina ecuacion simétrica de la recta L.

Ejemplo.- Encontrar las ecuaciones simétricas de la recta paralela al

-
vector a = (4,-3,2) que pasa por el punto 2,5,-1)

Solucion

x—X - Z2—3 x=2 yes S 1z 1
como L: = 2220 0 getiene L: e—zi——z——
4 -3 2

a, a, as,

OBSERVACION.-

@ Si a3 = 0, la ecuacion simétrica de la recta L se escribe en la forma

@ Sia, =0 A a3=0.La ecuacién simétrica de la recta L se escribe en la

[—I?x=xo A z=ﬂl

a recta L que pasa por Py (-1,1,1)

forma:

Ejemplo.-  Hallar la ecuacion simétrica de 1
'y
paralela al vector a = (2,0,1)

Solucion

e

X5 NGy S ¥e il 20 v e T
ecuacion simétrica de la recta L y como

como L: = =
4y 4o as
3 il S
a, =0, la ecuacion db ot veakd &3 (Ll T s T A Y kg e ahora
(ll (13
! ) B |
reemplazamos por los datos se tiene: L i 1 A p=1
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1.11. RECTAS PARALELAS Y ORTOGONALES.-—,

Las relaci i
3 ciones de paralelismo y ortogonalidad entre dos rectas se da
comparando sus vectores direccionales.

Consideremos las ecuaciones vectoriales de dos rectas.
L 4 Py
1 ={pp+ta/teR} Y L, ={q,+Ab/4ie R}

La
recta L, y la recta L, son paralelas (L; / L,) si y sblo si, sus vectores

ML, <5 /5

direccionales son paralelo, es decir:

2

Larecta L, y la recta L5 'son ortogonales
—
b ‘ (LyLLy) siy sélo si sus vectores

—
* a L, direccionales son ortogonales, es decir:

LlL < ;.LZ

OBSERVACION.-
@ SiL;yL,son paralelas (L, // L), entonces Li=Ls6 LinL,= ¢

@ SiL;yL, no son paralelas (L, XL,), entonces LinL;=¢ (las rectas
se cruzan) 6 L; N L; consta de un solo punto.

Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional 15

Ejemplo.- La recta L; ={(1,2,-1)+#(5,-2,-3)/t € R} es paralela a la recta

L, ={(1,-3,2)+ A(-10,4,6)/ A € R} puesto que el vector direccion

> -
de L;, a= (5-2,-3) es paralelo al vector b = (-10,4,6) que es el vector

direccion de larecta L, .

Ejemplo.- Hallar la ecuacién de la recta L que intercepta en angulo
rectoa la recta L, = {(1,2,3)+1(2,1,-1)/t € R} y que pasa por el
punto A(2,0,1).

Solucién

L
1 SeapeL, NL, >pel, ApelL

—
a

i L e W ey

.._)
ademas AP=P-A=(2t-1,2+t,2-1)

= -
comoLlL, = 4P 1 a

= -
SiAP 1 a

45
a

=0

S

Forrs )

1
(2t-1,2+462-9.(@211)=0 = 4t-2+2+-2+t=0 T2

- .7 v

por lo tanto AP = =)
33

=—(1,7.5).
gl

Luego L= {(2,0,1) + M(-1,7,5)/ A € R}
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l1.12.

ANGULO ENTRE DOS RECTAS.- |

L2 L1 Consideremos las ecuaciones de dos rectas
- —
Li={p;+talteR}y L,={gy+tb/tecR)

e
b Un éngulo entre las rectas L, y L, se define como ¢l
-

angulo formado por sus vectores direccionales a y

@
oy

- - =
b, esdecir: £(L,,L,)=4(a,b)=6,y es dado por

la férmula.

- -
cos&:»_-)fli—, 0<0<n

laliiisll

Ejemplo.- Encuéntrese un angulo formado por las rectas
L ={(13-2)+1(3-69) /1 € R} y L, ={(2.L7)% A(1,434)/ A € R}

Solucion

Como #=4(L,L,)=4£(a,b) donde a =(3,-6,9), b,=(1,-3,4) entonces

a.b  (3-69(L,-34) 3+18+36/ 57

W14d26 ' eor. | eyot

cosf = ¥ e
la il &l

cos 0 =0.99587 de donde 6 = arccos (0.99587)

1.13.

DISTANCIA MINIMA ENTRE DOS RECTAS (RECTAS

QUE SE CRUZAN).-

Si L ={p,+talteR} y L;={q,+Ab/Ae R} son dos rectas no paralelas

(rectas que se cruzan), entonces a la distancia minima entre las retas L, y L,

denotaremos por d(L,,L,) y es definido como el segmento perpendicular

comin a ambas rectas.

Si las rectas L, y L, se cruzan, quiere decir que existen planos paralelos que

contienen a las rectas L, y L, respectivamente.

O e L/
e /

d e

N

;:A

. o,/
L2

oy i =

41
Si d es la distancia entre los planos P, y P, donde N es la normal al plano P3;

o
por lo tanto N es ortogonal a los vectores a

-

- - - —
y b entonces N = a x b

54
Ahora consideremos el vector unitario en la direccion de la normal N ;

- PR L s
Uy -AC=|| AC || cos@ ...(1)

- X/ - -
py =——— ycomo 6= «£(uy,AC) entonces
|Vl
Lol PRI
e LAC
cosf = Fpc: ¢ N , de donde
= - -
luy T ACH || AC]

por otro lado en el tridngulo rectangulo ABC se tiene:

de donde al comparar (1) y (2) se tiene:

_)

d =|| AC || cos &

()

ST Tty
d(ly:Ly) =l Ay - AC]
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[1.14. TEOREMA.-|

- ! .4
Sean L,={p,+talte R}y L, ={q,+A b/Ae R} dos rectasno paralelas

(rectas que se cruzan).
Demuestre que la distancia minima entre L; y L, esta dado por:

— 3

d(L,Ly) = lPo‘lo (a\b)[
Ilarbll

Demostracion

Presentaremos en un grafico, en forma
intuitiva ala= dos rectas que se cruzan sin
- inferce_:ptarse y sin ser paralelas del grafico
observamos que la distancia minima entre
,las rectas L, y L, es: “La longitud del

Se—sp ~pL &=

1 vector proyeecion de \pyg sobreqa x b | lo

cual es expresado en forma matematica por:

d “M_” I (2 #BY i}y dedonde v 5 diliLy) = ‘—M{—\ﬂ
I(axb) P ot

Ejemplo.- Calcule la  distancia perpendlcular cntre las dos rectas
) x=1" y=2.,z+1

obhcuas dadas por las ecuaciones Li: ——5~—- = R = g y
x+2 +I" Z2=3 = ' i
L,: 2 = y =
T4 2 =3
Solucion

Escribiendo  las rectas ~ dadas.  en forma vectorial se tiene:
Ly={02~D+1532) /1t e R} y L, = {(-2:-13) + 4(4.2.-3) /i€ R}, la

distancia entre L, y L, es dado por:

oo AX -
d(Ly,Ly) = ’ﬂ’qj‘)f‘;——' ;donde: po (1.2,-1) , 4o (-2,-1,3) = poay =(-3,-3.4)
I(axb)|

- S
ademés a=(5,3,2), b=(4,2,-3), entonces:

e -I:
it kol - -
axb=|5 3 2|=(-13,23,-2) = ”axb|[=\/702
4. 2. =3

T

Podo - axb 39-69-8=-38, por lo tanto:

lPoqo a"b| | 38'

e bl R

d(Ly, L) =

OBSERVACION.- Si las rectas L, y L, son paralelas, entonces
d(L,,L,)=d(P,L,), donde P es un punto cualquiera

delarecta L;.

1.15.

TEOREMA.-|

g
Demostrar que la distancia del punto P a la recta L,={ p, +ta/t € R }jes dado

por:

d(p’L)z\/HpupH | aLI (pop.a)

llall

Demostracion

Hacemos un dibujo intuitivo, para su interpretacion, entonces. En el triangulo

A PP se tiene:
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LR A
0=L(pyp,a) = cosP <o F0B- 8
Lpop |l all
ademas sen @ = ﬂ-P-Q
i eopl
e L ‘ R
= de donde d(P,L)=| Pop |lsen®
2 — —
d°(p. L) = pop |I* sen®8 =] pyp |12 (1-cos? 6)
o s ok 73 ) =l popll C——
I pop Il a |2 flalf

——)2—)2——->—»2 : --——-> - resreadliep
_lzoplFila P «(pyp.a) " e g8 J”Poi’ IFl 2l {pop-a)’

~—>2 =
fall ¥

Ejemplo.- Hallar la distancia del punto P(3,1,-2)

it 2 241

1 i 1
Solucién

a la. recta

Escribimos la recta en forma vectorial: L=1{(12-D+t(1,1,)/t e R}

La d(p,L) es dada por: d(p,L)= \/” pop |l a ”—(;70—;;.;)2

lal

donde Po (-1,-2,-1) y p(3,1-2) entonces ;0; s (4,3’_])’;’:(]’]’1)

—_—

Pop-a =84+3-1=6 , ]l;0_1;l}=s/%, H;H=~/§

Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional 21

FroRnuR e |
\jllpopli'll allApp-a) _y263)-36 |42
I3 by 5

d(p,L)=

1.16. PROYECCION ORTOGONAL  DE UN PUNTO SOBRE
UNA RECTA.- : : :

an
Consideremos una recta L,={ p, +ra/t € R } y un punto p, que no pertenece a

larecta L.

Entonces la proyeccion ortogonal del punto p sobre la recta L es el punto A de

—_—

la recta L, al cual denotaremos proy’ de tal manera que el vector AP sea
ortogonal a la recta L.

P{;\\ L

Observando el grafico se tiene:

=)

o i
Rd=proy?’ 3
a

dedonde 4-F) = proy”
a

A=Fy+ proy'?’P , Osea:
a

——
.. A= proy] = py+ proy}”’

a

Ejemplo.- Hallar la proyeccion ortogonal del punto P(2,-1,3) sobrela
recta L = {(0.-7,2) +t(3,5,2)/t € R}

Solucién

= e
A= p,+ proy™” , donde p,p = (2,6,1)

a=(3,52)=a= m

201352
A = (0.—7,2)+(—%—).(3,5.2)
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6+30+2
A=(0,-7,2)+~- ™ —.(3:5,2) - entonces A =(0,-7,2) +(3.5.2) = (3,-2.4)

A (3,-2,4)

|1.17. EJERCICIOS DESARROLLADOS.. |

@

Hallar _la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (3,1,-2) y es
. 5 & o p z
perpendicular y corta a la recta L: b g o == s
1 1 1

Solucid
Escribiendo en forma vectorial alarecta L = =1,22,-D)+t(1,1,1) /'t e R}
La recta pedida pasa por A(3,1,-2) cuya ecuacion es:
L, ={(3.1,-2)+ A(a,b,c)/ L e R}
comoL L L= (1,1,1).(abc)=0 = a+b+c=0
Seape L AL, entonces pel A pe L, dedonde
SipeL = p(-1+t,-2+t,-1+1),pe L, =p3+21a, 1+Ab,-2+Lc),

entonces: (-1 +t,-2+t,-1+1)=(3 + Aa, l + Ab, -2+ #c¢)de donde:

J—l+t=3+la L B

2+t=1+1b =3 0%

[—]+t=—2+2c A= l
b-a

5 1
- = ’ entonces . (2)

de (1) y (2) se tiene: a= 2b, ¢ =-3b, (a,b,c) = (2b, b.-3b) =b(2,1,-3)
por lo tanto la recta pedida es: v L={(31,-2)+X(2,1,-3)/ L€ R}

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3,-3.4) y es perpendicular
xK2 /7 y=3 z+2

2 —} 5

a cada una de las rectas Ly s y

X3 oY=l B=2

S vad 2 -3

Sol‘uci(m
A las ecuaciones dadas escribiremos en forma vectorial
Li= {(<2,3,-2)+t (2;-1,5) /'t e R}, ¥y “Ly={(3;7/2,3) + A (1,1,3)/ A € R}.
Sea L la recta pedida que pasa por el punto (3,-3,4) es decir:
L= {(3,-3,4) + B (a,b,c) /P € R}

como L L L, , L, entonces (a,b,c) L. (2,-1,5),(1,1,3) entonces

(2,-1,5.(a,b,c)=0
a+b+3¢=0

{2a—b+5c=0
(1,1,3).(a,b,c)=0 ‘

3a a a. 3a a
dedonde ¢c=—— 4 b=—, «(a,b,c)=(a,—~—)=—(8,1-3)
, 8 8h... | 8 8 8

© L={(3,34)+t(8,1,3)/teR}

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto M(-1,2,-3) es perpendicular
x=11 y+l 2z-3

3 2 -5

¢
al vector a =(6,-2,-3) y se corta con la recta L;:

Sclucién
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Escribiendo a la recta
- — - -

x-1 y+1 z-3 o Como AB.AC =|| AB ||||AC || cos60°, reemplazando:
L, i——="——=_"— en forma vectorial
k 2 5 1
se tiene: 6—3t=3ﬁ.~/§|t—2'-2- = |t-2|=2-t dedonde t-2<0como t<2

L={(1,-1,3)+ #(3,2,-5)/t € R} entonces C(1+t,-1+t, 1), para t<2.

Seapel, AL=pel APelL. _ o
Pafia “bot® R : @ Una recta pasa por el punto p(1,1,1) y es paralela al vector a = (1,2,3), otra

Si-p e Li-=>+p(l~+3t; -1+ 21,35 5t) para |

-y
algint e R recta pasa por el punto Q(2,1,0) y es paralela al vector b= (3,8,13). Demostrar

que las dos rectas se cortan y determinar su punto de interseccion.

Selucién
Sean L, = {(1,1,1) +t(1,23)/ te R} y L,= {(2,1,0)+A (3,8,13)/ A € R}.

como b =MP=P-M=(3t+2,2t-3,-5t+6)

d a4 Lot o e
ademas alb = a.b=0= (6,-2,23).(3t +2, 2t - 3,-5t +6)=0
Lasrectas L; yL;secortansi y solo si 3P, tal queP,eL; AL, como

i)
6(3t+2)-2(2t-3)-3(-5t+6)=0 = t =0, b=(2,-3.6)
Po &kl oAyt = Py, € L, A Py € Ly
por lo tanto: L={(-1,2,-3)+1(2,-3,6)/ t € R} St s el A Dol 6 ko0t 154

Dados los puntos ‘A (3,1,1) 'y B (3,-2,4). Hallar el punto € de la recta
- =
L={(1,-1,1) +1(1,1,0)/ t € R} tal que £ (4B, AC)=60°

Seolucién

Py e L, = Py(2+3A,1+8A,I13%)
como Py es punto cominal, y L,

entonces: (1 +t, 1 +2t, 1+3t)=(2+3A, 1+ 8X, 131)

B s
Sed e =51 O(1 + 1 -1 At
; Jm =234
Py ol 5 3
Cc AB.AC =|| AB ||| AC || c0os60°, donde 1427 =1+84 resolviendo el sistema se tiene t=4, A=1
60 S < 1+3¢t =134
AB =(0,-3,3), AC=(t-2,t-2,0)
Luego el punto de interseccion es P (5,9,13)
A -
| 4B ||=9+9 =32 J9+9

(6)  Dadas las rectas Li={(3.1.0) ¥ £ (LO,}1)/t'e R} y La={(1,113¥1 2,1.0/A€R},
i A—E'H 20-2)° 212 Hallar el punto Q que equidista .de.ambas rectas una distancia minima, ademas
s ([— el .

hallar ésta distancia.
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Solucién
B8 b=(2,1,02 Sea AeL =>A@3+t1,1),B e L,
U L,

_)
B(1+2A,1+A, 1), AB=B-A=(2i-t-2, 4 1-t

- - - —

al 4B = a.AB =0, (1,0,1 A2A-t-2,0,1-t)=
a=(1,0,1) 60 1 q
————

A Ly dedonde 2A-2t-1=0 . (1)

> 2> S>>

blAB=b.AB=0 = (2,1,0).QN5t-2,1,1-)=0=> 5A-2t-4=0... )

2A=2r-1=0

formando el sistema de (1) y (2) se tiene:
54A~2t-4=0

; ; 1
resolviendo el sistema se tiene r=—, A=1
2

A
como Q es punto equidistante de A y B entonces Q(—-z—) =

V6

1
La distancia minima d = Ed(A, b= T

@ Dadas las tres rectas Ly = {(I1.2) -ﬁt(l,Z,O)/ t € R}
Ly = {(2,2,0) + A (1,-1,1)/ ~.€ R}.
L;={(0,3,-2) +r(5,0,2)/ r € R}
Hallar la ecuacion de una recta que corte a estas tres rectas L,, Ly, L; en M, N
- -

y P respectivamente de tal manera que MN = NP.

Solucién
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log

MeL,={(L1,2)+t(1,20)/ te R} = M1+t1+2t2)
Nel,={220+A(1-L,1)/AeR} = NQ2+A2-L,1)
Pels={(0.3,2) +1(502)/ € R} = P(55,3,-2+21)

- o - ¢y
como MN = NP entonces se tiene: MN = N— M =(A - t+1, -\ - 2t+1, A - 2)

__)
NP=P—-N =(5r-1-2,1+A,2r-A-2),dedonde

(A-t+1, -A-2t+1, A-2)=(5r-A-2, 144, 2r-A-2), por igualdad de vectores se tiene:

A-t+1=5r—A-2 br—24+t =3 ..()
“BET=MA T = 2442650, 20 1(2)
A-2=2r—A-2 2r—24 =0 12(3)

de (2) y (3) setiene A =-t,r= A ahorareemplazamos en la ecuacion (1).

3 15
o L
2), P(2 »3,-1)

3 1 7 1
=S = - ——.—2,2, N-,-s
A= r 5 Luego M ( 3 ) (2 2

L={ (——;—.—2,2)+t(8,5,—1)/teR }
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Hallar la ecuacién de una recta que pasa por p(19,0,0) y corta a las
rectas L, = {(5,0,-1) +t(1,1,1)/t eR}, y L= {(-1,2,2) + A (-2,1,0) / A € R}

Solucién

P(19,0,0)
N

Sean AeL,={(50,-1)+t(1,1,1)/te R}=> A{i+5,¢t,t-1)
Bel,={(-122)+1(-21,0)/AeR} = B(2x=1,1+2,2)

como los punto P, A, B son colineales, entonces.

- -
PA//AB =3 reRtalquePA-—rABdedondeA P=r(B=-A)

que al reemplazar por sus coordenadas se tiene:
(=14, t t— 1) =024 ~t~6,4 «t+25%+3)
t—=14=-2ri-rt-6r ...(1)

por igualdad de vectores se tiene: Ct=Ar=rt+2r a2}

t—1=—-rt+3r L2(B)
3r+1 r=1 )
de la ecuacion (3) y (2) se tiene: ¢ = T /1=""‘_"‘ de la ecuacioén (1)
r+

(1 +1)t+2rk + 6r= 14 reemplazando t y A se tiene:

15 28

- = — t—— Z:——
3r+1+2(r-1)+6r=14 = r T s 15

<3 s e

luego a =PA4 =(t-14,t,t- 1) para ’=T3.’ 154 28 15

===

13713713
L = {(19,0,0) + t (-154, 28, 15) / t € R}

Encuentre el punto de interseccion de las rectas: L= {- L,7,17)+ t(-1,2,3)/teR}

Solucién
Escribiendo la ecuacién L, en forma vectorial. L, = {(7,0,0)+tA(4,1,-5)/L€ R}

Sea p € Ly L, entonces pe Liapel,.

Sipeli = p(-1-4,7+2t,1743t) A pe L, entonces p(7+4A, 4, -
5A)

comope Ly AL, = (-1-t,7+2t, 17+3t)=(7+42, 2, -5))

H=1—t=7T+44
17+2t=4 entoncest= -4, A=-1. Luego: p(3,-1,5)
(17+3t=-54
Dadas las rectas no coplanares = concurrentes en 0(1,-2,3),
x-1 y+2  z-3 x-1 3-z x-1 y+2 2z-3
L: = = Ly = A y=-2,L: = = s
2 2 1 3 4 2 1 2

Hallar la ecuacion de una recta que pasa por el punto A(-4,2,6) vy forma
dngulos iguales con las rectas dadas.
Solucion

Escribiendo las rectas dadas en forma vectorial. L, ={(1,-2,3)+ t(2,2,1)/ te R },
L={(1,3:2)+A3,04) /A eR} y L;={(1,-23)+r(2.1,2)/r e R}

Sea L la recta pedida que pasa por el punto A (-4,2,6) es decir:
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L={(-4,2,6)+ t(a,b,c) / teR}, como 8=« (L;,L)= £ (L, L)= £ (L3,L) entonces:

i (a,b,e).(2,2,1) e 2a+2b+c

0s8 = = ws (1)
3\/a2+l72+c2 3\/aZ+b2+::?2
(a,b,¢).(3,0,4) 3a+4dc
cosf = = = iy
5\/a"+b2+cz Sw/a2 +b2 +¢?
’b’ L %y v f
A (a,b,c).(2,1,2) o 2a+b+2c e

Zh/a2 «o»bz‘-t-c2 3§/a2 b +c2

de (1) y (2) se tiene: a+10b-7c=0
de (2) y (3) se tiene: a+5b-2c=0
de (1) y (3) se tiene; b=c¢

comob =centonces a=-3¢, L={(-4,2,6)+r(-3cc.c)/r €R}
L={(-42,6) +t(-3,1,1)/t e R}

Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el puntd’ 5(7,29) y es

d X2 3 +4  y=~2 :
perpendicular a las rectas L, : g i = - iy L2:x 23 2 = i.
2 -2 3 2 5 -2

Solucion

A Y
Los vectores. direcciones de L, y L, son ‘a= (2-23), b= (25,:2)

respectivamente.

Sea L la recta que pasa por el punto p(7,-2,9), luego la recta
. A ] -3 s

pedida L = {(7,-2,9) + tc / teR}, pero.como L L L, , L, entonces ¢c.L a,

it
b entonces:

|
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. e

- o o ! J k

c=axb=|2 =2 3|=(-1110,14).
2 52 '

Por lo tanto: L = {(7,-2,9) +t(-11,10,14)/t € R}

Hallar la ecuacién vectorial de la recta que intercepta en angulo recto a las
rectas L;={(3,3,4)+1(2,2,3)/teR},L,={(1,6,-1) +1(-1,2,0)/ X € R}.
Solucién

A ‘L1 Sean A € L, = A (3 +2t 3+2t 4+31),

Bel, = B(l-46+2),-1)

como A,B son puntos sobre la recta L
entonces el vector direccion de la recta L es

B il L2 -5 o
TL a=AB=B-A de donde se tiene:

v

oy
a=(-2-2t -A,3+2A1-2t,-5-3t) como LLL;,L, entonces:

2 resolviendo el sistema se tiene t= -1, A=-2,
—2t+54=-8

a.2,2,3)=0 {—17z+2,1 =13
a.(-1,2,00=0

— -
por lo tanto los puntos son A (1,1,1), B (3,2,-1), a = AB= B - A = (-2,-1,2).

Luego la ecuacion vectorial de la recta pedida es:

L={(1,1,1)+t(-2,-1,2)/t € R}

Determinar hna recta L tal que con las rectas’ L ={(2,1,4)+t(1,1,0)/te R}

yL,={(2¥a, 1 +0a,3+a)/a'e R} determinan un triangulo de area Su’.

Solucién
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Sea peLiAnl, = pelL Apelj
Si pelLi = p2+t1+t4)
pel;, > pl+ta,l+a,3+ta)

como pe L;AL,, entonces:

2+, 1+,4)=Q2+a, | +a,3+a)

[2+l=2+a

de donde: Jl+t= 1+a al resolver el sistema se tiene que: t=a =1

l 4=3+a

por lo .tanto el punto p es p (3,2,4), ahora tomemos en t cercano a p asi como.

t = 2 entonces ¢l punto A de L; es A (4,3,4),

ademasBel, = B(2+a,1+a,3+a) entonces se tiene:

= T - - :
a=4AB=B-A=(a-2,a-2, a-1)porotra parte b = AP=P- A=(-1,-1,0) |

- - - = ‘
ademas el drea A -—H axb|=5 'de donde |a xb |=10 entonces |

i

a’ - 2a - 49 = 0 de donde se tiene: a, =1—5J:2-, a, =l+5s/f por lo tanto
L={(438)+1(-1+5V2, -1+5V2, 5J2)/1 € R}

las rectas pedidas son:

A
3

={(434)+1(-1-52, -1-5V2, -5J2)/1 € R|

Sea A(1,1,2) un punto y supongamos que la recta L tiene por ecuaciones
paramétricas a: x = 4-t, y=35+3t. z=3+1t, .t € R, encontrar un punto B
en L, tal que el vector A — B y la recta sean perpendicular.

Solucion
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SeaL = {(4,5.3) +1(-1,3,1) /t e R}

B
i PR L
’)()B—pr()_v;,':_,z'a
[
R A e
5 . 3N ) o
1
et 3-12-1 10 (10 30 10
SN IR A (LD ORI T 1
g oo 10 30 10 10 10
BB = o Pl g9l (+-5— % b
£ 117 " e
54 25 23

11

5,
@ Determinar los angulos entre una recta L paralela al vector a =(1,1,1) y los

ejes coordenadas.

1

Solucién

=< 4

—>
Sea L={Po+t a/teR}, donde

=

" a=(1,1;1) es la direccion de la recta L'y

i
llall= J3 entonces:

{ a
cosax = ot 7 =

R

i
V3

1
=~ @ ='arccos(x+)
3
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a, 1 |
cosf=—-=— = f=arccos(—)
llall V3 V3
cosy = a, 1 e ( | )
S B i y = arccos(—=
lall B 3

Hallar la longitud del menor segmento horizontal (paralelo al plano XY) que

une las rectas L, = {(1,2,0)+(1,2,1) /1 € RlylL,= {(0,00)+A(LL1)/ A e R}

Sol
L, L, L ={(12,00+1(12.)) /1 € R}
Ly = ((0.0,0)+ ALLD/ A € R}
d

B SiAel, = A(1+1,2+21), Be L, = B(AA1)

—
como AB// al plano XY entonces A = t.

Luego A(J+1,2+2t1) y B(t,t,1)

d=| 4B ||=\1+(t+2)? +0 dedonde /(t)=V1’ +41+5

t+2

['(t)=—======0 = (=-2 nimero critico.
Vit 44145 | ‘

—_—
. d=|| 4B |=1+0+0=1 '= d=I

Dellat las féctas L ={(1,-2.5)+1(2,34)/t € R} y
L, ={(-2,1,2)+ A(0,,2)/ A € R}, Hallar la ecuacion de la perpendicular comiin.
Solucién

Las rectas L, y L, no son paralelas, es decir L; X L..
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Ahora veremos si3 peL; AL, = pel, A pel,
SipeL, = p(1+2t,-2+3t,5-4t), peL,=p(-2,1 +A,2+21)

(1+2t,-2+3t,5-4t)=(-2,1 +A,2+2)) dedonde

A 3

B P, T 0y
15
—2+3t=1+}.=>‘/1;—?
5—-4t=2+2A1 13
lL.A=—

L o

por lo tanto las rectas L, y L, son rectas que se cruzan.

jEeng sug
- - o5 S
a=|2 3 =10i-4j+2k
Q" B2

L={(1,-2,5+t(10,4,2)/te R} ; L'={(-2,1,-2)+ A (10,-4,2)/ A € R}
Determinar bajo que direccion debe ser lanzada rectilineamente una particula

desde el punto A(2,2,3), hacia larecta L= {(0, 1 + A, -A) / A € R} para que lo

alcance al cabo de dos segundos, siendo su velocidad V' = ﬁu / seg.
Solucién

Sea BeL = B(0, 11 A,-A) para algin
2 € R. ademés e = vt donde e = d(A,B) para

t=25eg.V=\/§u,e=2s/§

d(4,B) =4+ (A1) +(-2-3 =243

dedonde A*+24+1=0 = A=-1
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It

e ) v ‘
Luego B(0,0,1) entonces esta dado por el vector AB = B— A = (-2,-2,-2) (-2 =17 =

17 = 17
/_ b wdi ’_,1,4
2+ 3 = ( 3 )

—_—
AB =(-2,-2,-2) Luego las soluciones al problema son:

e

b Ui
L:{(l,z,_1)+z(\/1;,l,4)/lek} : L'={(1,2,—1)+r(—\/;l,4)/reR}

@ Dados 16§ Véftices de un tridngulo A(3-1,°1), B(1,2,-7) y C(-5,14,3). Hallar

Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto medio de AB, y corta
bajo un dngulo de 60° a la recta que pasa por los puntos R y S, donde A(2,4,0 ),
B(0,0,-2), R(3,3,3), 8(-1,3,3). |

Solucién . 5T
| las ecuaciones simétricas de la bisectriz del angulo interno del vértice B.
! & ‘
El punto medio del segmento 4B es M(1,2,-1), y ey on
observando el gréfico este problema tiene dos Sulueren OIIAYOA,
SONGIHE : Tomemos los vectores unitarios u y v en las

i i i t1 ente
La ecuacién de larecta L) que pasapor Ry Ses: direcciones de BA y BC, respectivam

3 3 C s ,4
| {(_1’ b )+ t (1’0'0) /t [ R} donde BA (2, y ), ( )

Sy s

' i6 | ol
Sea. N el punto de interseccién de L con L, es ;‘»: f_{ fy 1 =368y v= _B__, 1162
e I B4 LBC |

SiNeL; = N(-1+t,3,3)pasaalgint € R. Definimos

——

—" _’ _’ . .z . . Rl
entonces sea b = u+v el vector direccion de la bisectriz BD es decir:

s

— - 5
b=MN=N-M=(t-21,4), como60°= £ (LL,)= £(a,b) entonces: £ =l(—l )= -}-(1,—3,—8). Luego los némeros directores de la e
7 L ks 7

- =
Y =4 '
OO0 _'a 'b—» » donde 2=(100) y b=(t-2,1,4) E son 1,-3, -8. Si B(1,2,-7) pertenece a la bisectriz, entonces sus eécuaciones
llallil &l

x=hb 2ip—20z+7
1 -3 -8

simétricas son: L:
_000@-214) 1 =2

Ji=2 41416220~ S L 17 = 4 - 22
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B. EL PLANO.|
|1.18. DEFINICION.-

Un plano es un conjunto P de puntos p(x,y,z) de R’ . Si existe un punto
-
Po(Xo,y0:z0) de R® y dos vectores no paralelos a =(aq;,a,,a,)

b = (b;,b,,b;) de R’ de tal manera que:

} f 4 [ ] i il ST R
P={P(,x,y,z)eR’/P(X.y,2)=l%(xo‘,yo,;o)uaub, t,AeR}

[1.19. ECUACION VECTORIAL DEL PI. . - O.-

Z 4 Consideremos un plano P que pasa por el |
T ib‘ punto po(Xo.y0:Zo) ¥ que es paralelo a los
4
o - L
tb,’7p vectores a =(a,,a,,a;) yb =(b,b,,b3).
/Pora a
4 Sea p € P entonces existen t, A € R tal
> ey - -
0 Y que: Pop=tat+Adlb de

- -

p=py=ta+Ab entonces:

o -
P={p,+ta+Ab/1AeR}

— —
pP=py+ta+db,luego

Que es la ecuacion vectorial del plano P.
Ejemplo. Héllar la ecuacién del plano que pasa por el punto M(3,4,-5) y es
paralelo a los vectéres ; =345y ;= (1,-2,1).

Solucién

-~

ol
Como la ecuacién del plano es P ={p, +ta+ 1 b/t,A € R} donde

y 3

donde |
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] = -
po= M@B3,4,-5)y a=(3,1,-1), b=(1,-2,1), por lo tanto al reemplazar se tiene:
P={(34,-5) +t(3,1,-1) + A(1,-2,1)/t, A € R}

OBSERVACION.-

; — 5
@ De la ecuacién vectorial del plano P ={p, +ta+ A b/t,A € R} se obtiene

la normal del plano que es una recta perpendicular a dicho plano:
e e

N=axb

—

N=_5x-l;

] T ; - |
£S5 .

: ‘ - -
@ Si 1-\” es una normal al plano P={R +ta+Aa/t,AecR} ysip,p. € P

——
PP =Py~ P

-

N

TR TP

e
entonces N es ortogonal a

P

iy : i -3 -
@ Si N es la normal al plano P={p,+ta+Ab/t,Ac R} ysip-poes

iy
ortogonal a N entonces pe P.

Po
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3
@ Si pp es un punto fijo del plano Py N es su normal, entonces la ecuacion

del plano es:

P N.(p-py)=0

'
Es la ecuacién del plano que pasa por p, y cuyanormal es'N .

b

N

S
P 4

1.20. ECUACIONES PARAMETRICAS DEL PLANO.- |

; a b odeles 810
Consideremos el plano. P={R+ta+ib/t,AcR}

- -

Sip € P entonces p=p,+ta+Ab parat, A e R, reemplazando. por sus

respectivas componentes se tiene: (x,y,z) = (Xo, Yo, Zo)tt(a1, a3, a3)+ A(b;, by, bs)

de donde por igualdad se tiene:

x=xy+at+ha
P:{y=yy+ayt+bA
\ Z=Zo+a3f+b3/1

“t,A,eR

Que son las ecuaciones paramétricas del plano P.

11.21. ECUACION GENERAL DEL PLANO.- |

2y Sea Pel plano que pasa por el punto

N Po(Xgi¥:2¢) euyo vector normal es:
'Y

I P(x,y,2) N =(A,B,C). Sip € P entonces:
—_ > —_
popL N, de donde p,p.N =0 entonces
o s 5
P PofXo:Yo:Zo) N.(p—p,)=0. Ahora reemplazando por

sus componentes:

Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional 41

(A,B,C).(x - Xo, ¥ - Yo, 2 - 29) = 0 entonces A(x - Xo) + B(y - yo) + C(z - 29) = 0
Ax + By + €z +(-Axg-Byg - Cz)=0, de donde | P: Ax +#By+Cz+ D=0

Que es la ecuacion general del plano P.
Ejemplo.- Encontrar la ecuacion del planb que pasa por el punto (2,4,-1) con
vector normal 1—\7 =(2,3,4).
Solucién
La ecuacién del plano es dado por P : ﬁ {xy,2)-(24,-1)) =0,
P:(234).(x-2,y-4,z+1)=0," P:2(x-2)+3(y-4) +4(z+1)=0

S Py rdp=} D=0

L.3%.

PLANOS PARALELOS Y ORTOGONALES.-|

Consideremos los planos: P:Ajx+B,y+Cz+D, =0 y

— —
P, A,x+B,y+Cyz+D, =0,donde Ny =(4;,B,,C,) y N2 =(4,,5,,C,)
son sus normales, respectivamente, entonces:

Ly
i)  Elplano P; es paralelo al plano P, (P, // P;) si y solo si sus normales N

il
.y N son paralelas, es decir:

“ .‘ .l.';. < a1 =
(P //Py < Ni/IN;

—m
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- -

- - i
Si Ny /Ny "= 3reR tal que Ni =r1rN3, lo que quiere decir que los
coeficientes de las ecuaciones cartesianas de los planos deben ser

proporcionales, o sea que debe cumplirse:

-—ll ﬂ-—d—-‘-gr‘

4 B G .
Ejemplo.- Losplanos Py:3x+5y-72+2=0y Py:6x+ 10y-14z+5=0"
s . i 4 {

son paralelos porque:
‘ / 6 10 -14" 2

Si los planos P; y P, son paralelos puede ocurrir que: Py=P; 6 Py P;= ¢, ,-

es decir:

[P /iP, & P=P, 6 BnP=]

ii) El pla'nb P, es ortogonal al plano P, (P, L P,) si y solo si sus nomalcéj{
- - :
N, y N; son ortogonales, es decir:

RlLR N, LN,

- - >

glN].J.]V; = Ni{.N; =0 = A1A7+B|Bo+L|C2—0 pOTi
tanto

[PIJ-Pz = A.LAz"’BuBz*Csz—
o “N

"Zlv

o — — — — —
™~
S 3

P
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Ejemplo.~ El plano Py: 4x y+2z=7 es ortogonal al plano P,: x+ 6y +z=16
porqué Nl Nz = (. En efecto como Nl—(4 Hied) Nz (1,6,1), se
tiene: Nl .Nz = (4.-1,2).(1,6,1) = 4 -6+2=(.

1.23. INTERSECCION DE PLANOS.|
Consideremos los planos: P Alrx‘ + B,y + Cz¥ bl =0 y
P,: 4,x+ B, y+C22.?+D2 =0. Si el plano Py no es paralelo al plano P,
(P;XP;) entonces la interseccion de P; y P; nos da una recta L, es decir:
SiPy % Py = ILialqueP Pzl
1.24. ECUACION BIPLANAR DE LA RECTA.-|

A la ecuacién de una recta que es la interseccion de dos planos se denomina
ecuacion biplanar de la recta y se expresa en la forma siguiente:

&x#ﬂ1y+Cz+D 0.
Azxﬂ*sz y+ sz'+l§l2 0

'La ecuacion biplanar de la recta-se expresa en forma vectorial, paramétrica y

e ¥
simétrica. El vector direccioh-a' dela'recta se'determina en la forma siguiente:
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- e

L | - =)
a= NixNj, donde N, y N, son las
normales de los planos P, y P,
respectivamente:

A S

=1 s J *
! N AN

Py Ax+By+C2+D,=0 P, Ax+By+Cz+D,=0

El punto p,(xg,¥9,20) por donde pasa la recta se determina resolviendo el

sistema de ecuaciones de los planos P, y P;.

Ejemplo.- Hallar la ecuacion vectorial de la recta L, dado por la interseccion
delosplanos Py:3x+y-2z=5 ; Py:x+2y+z+5=0.

Solucién

Calculando el vector direcciéon ; de larecta L.

e
g APk

-

a=[3 1 -2/=(5,-5,5)=51,-11)
12

ahora calculamos un punto de la recta L, para esto resolvemos el sistema de

ecuaciones.
{3x+y—22=5 {5x+5y=_5
entonces . g
x+2y+2+5=0 Xy L , simplificando

ahora damos un valor a cualquiera de las variables de x e y por ejemplo para
x=0,y=-1,z=-3 entonces p;(0,-1,-3).
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Luego la ecuacion de la recta L en forma vectorial es:
L= {0,1,-3)+t(1,-1,1)/t e R}

Oftra forma de obtener la ecuacién vectorial de la recta L es expresar dos de la
variables en funcién de la tercera variable y para esto se elimina una de las

variables del sistema.

dedonde y=-1-x

3x+y—-2z=5
entonces x +y=-1

x+2y+z =-5
ahora se toma cualquiera de las ecuaciones.
x+2y+z=-5 = x-2-2x+z=-5 dedonde z=-3+x
como (x,y,2) € L = (x,5,2) =(x,-1-x,-3+X)
(x,y,2) = (0,-1,-3) + (x,-x,x) = (0,-1,-3) + x(1,-1,1)

Luego: L= {(0,-1,-3) +t(1,-1,1)/te R}

[1.25.

INTERSECCION ENTRE RECTA Y PLANO.- |

Consideremos la ecuacion general de un plano:

P. Ax + By + Cz + D = 0 y la ecuacion

vectorial de larecta L ={p,+ta/teR}.

Si L y P no son paralelos entonces al

intersectarse nos da un punto Q, es decir:

—
£ A
7

Para calcular el punto Q de interseccién se resuelve el sistema de ecuaciones

LAP={Q}.

de la recta L y el plano P.
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Ejemplo.- Hallar el punto de interseccion de la recta  L: i = 2y s o !
y el plano P: 2x + 3y -2+ 11 =0, ¥ $
Solucién

Escribiendo la recta L en forma vectorial. L = {(-2,0,4) + t (3-1,2) / t € R}
como LXP=>3Jptalquepe LNP. Sipe LNP entoncesp € L N peP ’
como p € L entonces p(-2 + 3t, -t, 4 + 21) para algin t € R.
ademasp € P=>2(-2+30)+3(-) - (4+20)+11=0 = t=-3
Luego: p(-11, 3,-2).

1.26.

PLANO PARALELO A UNA RECTA Y PLANO|

PERPENDICULAR A UNA RECTA.-

Consideremos la ecuacién general del plano P: Ax +By+Cz+ D=0, |

5
donde N = (A,B,C) es la normal y la ecuacién vectorial de la recta §

- -5
L={p,+ta/teR} donde a es el vector direccion.

— P
La recta L es paralela al plano P si y solo si el vector direccion a es ortogonal |

— - -
al vector normal N es decir: L/P < alN
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Si la recta L es paralela al plano P puede ocurrir que la recta L estd contenida

en el plano P 6 que la interseccion es el ¢, es decir:

[si L/P=LcPsLAP=¢

-
La recta L es perpendicular al plano P si y solo si el vector direcciéon a de L es

- - -
paralelo al vector normal N de P, es decir: L L P < allIN

A

e

o

Ejemplo.- Demostrar que la recta L = {(-2,1,-5) + t (3,-44) / t € R} es
paralelo al plano P: 4x - 3y - 6z-5=0

Solucién

; Para demostrar que la recta L es paralelo al
a=(3,-44) plano P debe de cumplirse que el vector

\ L

o5
direccion a de la recta es perpendicular al

1 N=(4,-3,-6)

f

- — - - i
Luego como a.N =0 entonces a L N . Por lo tanto la recta L es paralelo al

3
vector normal N del plano, es decir:

— - - -
L/P<alN=>a N=12+12-24=0

plano P.
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En forma similar que en la geometria analitica plana, en donde se consideraba :
una familia de rectas, en este caso se puede considerar una familia de planos,
por ejemplo, la ecuacion 2x - y + 3z + D = 0 representa una familia de planos

3 —>
paralelos donde su normal es N = (2,-1,3). Una familia de planos importante,

es ¢l sistema de planos que pasan por la interseccion de dos planos dados, cuya

ecuaciones se expresan:

(Py: Ayx+Byy+ Gz 4Dy =0 ‘

Los puntos p(x,y,z) que saﬁsfacen a la ecuacion (1) estan sobre la recta de 1

interseccién, dichos puntos p(x,y,z) también satisfacen a la ecuacion:

| K, (4,34 Bjy+ Ciz+ D)+ K, (Ayx+ B,y + Cyz+ D)) = 0] ... (2)

donde K, y 'K; son nimeros' reales cualcsqulera exceptoy'que :séan ceros

simultdneamente.

Si en la ecuacién (2) se tiene que K #'0, entonces a la ecuacién (2) se puede

expresar en la forma:
Ax+By+Ciz+D +K(A4x+B,y+Cyz+D;)=0 1 (3)

A la ecuacion (3) se denomina la familia de planos que pasan por la

interseccion de los planos P, y P;.

Ejemplos.- Hallar la ecuacién del plano que pasa por la interseccion de
los planos 2x~y—-z+8=0 , x+6y-2z-7=0 yporel punto
(1,-2,2).
Solucién

Aplicando el concepto de familia de planos se tiene:

P: 2x ~y=z+8+k(x+6y-2z=T7)=0

5
como(1,22)eP = 2+2-2+8+k(1-12-4-7)=0 = k=—
11

Py 20— v z+8+-—(r+6y 2z-7)=0 1R 27 x & 19y =212:+£153.+0

Ejemplo.- Hallar la ecuacion del plano que pasa por la interseccién de los
planos 2x —y+3z=2 y 4x +3y -z =1 y es perpendicular al
plano3x — 4y -2z=9

Solucién

Sea P, la familia de planos que pasan por la interseccion de los planos

2x—-y+3z=2" 'y "4x+3y-z=1

Py:2x-y+3z-2+o(4x+3y-z-1)=0

P,:(4a+2)x+Ba-1y+3-a)z-2-a=0,donde su normal es:

o
Na =(4a+23a-13-a)yseaP: 3x — 4y — 2z =9 cuya normal es:

- - -

-5 -
N=(3,-4-2) comoP, IP=>N,LN=>N.N,=0
(3,-4,-2).(4a12,3a-1,3-a)=0, de donde 12a+6 -12a.+ 4 — 6+2a =0 = a=- 2

SPL i 6XF Ty -52=0

1.28.

ECUACIONES INCOMPLETAS DEL PLANO - |

Consideremos ¢l plano P: Ax + By + Cz + D = 0, donde A’ + B’+C?=0,
como A, B, CyD son nameros reales, entonces se presentan los siguientes

Casos!:
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A" SiB=C=D=0,A=0 entonces el plano P: x = 0, que es el plano YZ-.

2% SiA=C=D=0, B#0 entonces el plano P:y = 0 que es el plano XZ
3” SiA=B=D=0, C#0 entoncesel plano P: z=0 que es ¢l plano XY
4° SiB=C=0,elplano P: Ax + D = 0 es paralelos al plano YZ
§° SiA=C=0, el‘plano P:’By + D = 0 es paralelos al plano XZ
6" SiA=B=0,elplano P: Cz + D = 0 es paralelos al plano XY

™ 'SiC=D= 0, el plano P: Ax + By = 0, contiene al eje Z y es ortogonal al
plano XY

8 SiB=D=0,elplano P: Ax + Cz = 0, contiene al eje Y y es ortogonal al :

plano XZ

9™ 8i A=D=0,el plano P: By + Cz = 0, contiene al eje X y es ortogonal al |

plano YZ

10™  SiC =0, el plano P: Ax + By + D = 0, es paralelo al eje Z y ademds |

es ortogonal al plano coordenado XY.

11*°Si B = 0, el plano P: Ax + Cz + D = 0, es paralelo al eje Y y ademas es |

ortogonal al plano coordenado XZ

12*°Si A =0, el plano P: By + Cz + D = 0, es parale!s al eje X'y ademas es “

ortogonal al plano coordenado YZ

13*°Si D = 0, el plano P: Ax + By + Cz = 0, pasa por el origen de
coordenadas.
Ejemplo.- Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(7,2;-3) y
B(5,6,-4) y es paralelo al eje X.
Solucién

-
Sea P el plano buscado. P: N .[(x,y,z) —(7,2,—~3)] =0

o -
como A, B € P = AB =(-2,4,-1) // P, como eje X // P.=> i // P entonces la

normal es:
oy —

SN i k

T, 1 0|=0,1,4 = P:(0,14).(x-7,y-2,z+3)=0

¥
N=i.A4B =

S - LS

S |

P y+4z+10=0

1.29.

DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO.

Consideremos la’ ecuacion general de un plano P: Ax + By+Cz+D=0
y un punto p; (X1, ¥1, 1) que no pertenece al plano P.

Qr=F== P1(x1:y1 121)
N=(AB.C)}
d(P1,P)
— lr
H, 10
P Po(xo.yo,zo)
—
consideremos un vector unitario u, en la direccién del vector normal, es
—
Pty -
decir:  uy = ]_\f = . (4,B,C)
LNl \/A2 1 ol
I S T VIS ————
como 6 = £(pypy, ity ) entonces pop;-py =| popy ||cosd (1)
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L A(x, —xy)+ B(y,

»
En el tridngulo rectangulo se tiene: - d(p;,P)=|| pyp; |[cos® wil2)

de (1) y (2) se tiene que:

— i
d(PlsP)=PoP1-/‘N=ﬁ(4a8ac)-(ﬂ"%v V1= Yos Z1—2%)
A°+B° +C

IAx|+Byl+Cz|+( Axy— By, —Cz;)

~¥5)+C(z,-2)

VA2 + B 4P o
IAx,+By,+Cz,+D!
-l Py, P) = .
;fp' I

Ejemplo.- Calcular la distancia  del
dado porP; 3x-y +2z=6.
Solucién

|3x0—y0+2zov—6| B-5-8-6 - 16

Jori+a B | T v

d(4,P) =

16
o d(A,P)=‘ﬁ

OBSERVACION.- Dadas las ecuaciones generales de dos planos paralelos

P,: Ax+ By + Cz+ D, =0y P;: Ax + By +Cz + D, =0,
la distancia entre dichos planos esta dado por la formula.
D, - D;|
A+ B +C?

d(P,,Pz) =-

Ejemplos.- Hallar la distancia entre los planos paralelos Py: x — 3y + 4z = 10

y Piix-3y+4z=6.
Solucidn

punto. ' A(1,5,-4) al plano
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Aplicando la féormula de la distancia entre dos planos paralelos.

Pi:x-3y+4z=10 y Py:x-3y+4z-6=0

ks Ip-p,|  [Flo=¢ce)| 4 2%
WMot 5t skl P ismiin ghoo 129416 = 260k 19
2~/'—
(P Py) =

ANGULO ENTRE RECTA Y PLANO.-|

By
Consideremos la ecuaciéon vectorial de una recta L={p,+ta/teR} yla

ecuacion general del plano P: Ax + By +Cz + D =0 cuyo vector normal es

—
N =(A,B,0)

e ——

POry

- -
Sea @=4(a,N)

angulo entre los vectores a y N, entonces:
- -
r . T
cosf = , ademas se tiene @ = —— @, entonces:
- - 9
lallli Vil
- - " B
b 4 a.N a.N
sena =sen(—-46)=cosf = —— por lo tanto: SONE N wrse—fors
la &l lalliNy

Que es la expresion para calcular el angulo a formado por una recta y un plano
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Ejemplo.- Hallar el angulo 8 que forma la recta L = {(1,8,-1)+t (1,1,2)/ teR}
conel planoP: 2x -y +z=17.
Solucién
-3 =
Sea 8= 4£(L,P) donde a= (1,1,2) vector direccién de la recta y N = (2,-
1,1) el vector normal del plano P. Ahora aplicamos la relacion para calcular el
angulo 6. ’
- -
a.N M1:2).( 211 1251421351
senfd = = = =—
— -
jajuny Vv P+ £
de donde: sené =% entonces 0= 60°.
1.31. PROYECCI()N ORTOGONAL DE UN PUNTO SOBRE UN

PLANO.-

La proyeccion ortogonal de un punto p sobre el plano P: Ax + By + Cz + D= |

X
0 con normal N=(A,B,C) es el punto p, del plano P, al cual denotaremos por

—
Proyy , ,de tal manera que el vector pp es ortogonal al plano P. Para hallar el

punto po trazamos por el punto p una recta L ortogonal al plano P es

(Y
decir:L={p+t N/t € R} dedonde LNP=p,

o Ct )

zi

P -

i e . i o i ) e e =

Ejemplo.- Hallar la  proyeccion ortogonal del punto A(1,2,3) sobre
el planoP:x —y+3z= 4

Solucién

IL
| -
}A“ 23) como P: x -y + 3z =4, donde N =(1,-1,3) es
| =(1-1.3) 1a normal de P y L la recta que pasa por el
: l punto A(1,2,3) y es perpendicular al plano P
: B entonces L = {A+tN/teR} esdecxr
» b
t
! ={(1,2,3)+t(1,-1,3)/t € R}
Sea BeLNnP => BelLABeP.
Si Be L = B(1+t,2-t,3+3t) paraalgint € R
4
comoBeP = 1+t-2+t+9+9%t=4 = t=_ﬁ
T4426) <2
de donde B(l—l-, F H) por lo tanto la proyeccion ortogonal del punto A
- 26 21
sobre el plano P es B(—, —, —).
IR
1.32.

PROYECCION ORTOGONAL DE UNA RECTA somﬂ
UN PLANO.- : S

: el k
La ' proyeccion ' ortogonal " 'de ~la i recta Li={py+ralte R} sobre el

plano P: Ax +By+Cz+D=0, eslarecta L', el cual denotaremos por Proyp ]
que esta contenida en el plano P y que pasa por dos puntos de P que son lu‘ﬁ

proyecciones ortogonales de dos puntos de L sobre el plano P.
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L'={P+1(A'-P')/t € R}
cuando L/ P

——
L'={Fy+t FyB/t € R}
cuandoL W P

Ejemplo.- Hallar la proyeccion ortogonal de larecta L = {(t, 1 - t, 2t) / teR}
sobreel planoP: x +y+z=1

Solucion

como L y P no son paralelos, entonces |
existe un punto de interseccion A € L A P.

SiAeLAPentoneAelLAAeP

C /L' SiA e L= (t,1-t,2t) paraalgint € R

comoAeP=t+1-t+2t=1 = t=0

= A(0,1,0) por otra parte:

{(t, 1 -, 2t) / teR} = {(0,1,0) + t (1,-1,2) / t € R}, de donde :

- —
a = AB =(1,-1,2)= B-A=(1,-1,2), B=A+(1,-1,2)=(0,1,0)+(1,-1,2) =B(1,0,2)

ahora calculamos el punto C que es la proyeccion ortogonal del punto B sobre
el plano P, para esto trazamos la recta L, que pasa por B perpendicular al plano

P es decir: ={(1,0,2) + A (1,1,1)/ AeR}

SeaCelLij. AP = . CelLiyanCel
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SiCeL, = C(1+A,A,2+A)paraalgin) € R.
b 2
comoCeP = |+A+A+2+A=1 1=—;

de donde Clh 208 J ‘;E—C“—A‘—l(l -5,4)
& V18l 4 Sty

SiL’=Proy;',={A+t AC/teR}dedonde.'. r —{(010)+t(1—54)/teR}

Ejemplo Hallar la proyeccxon onogonal de la recta
L= {(2+tl—3t, -5t)/ te R},sobreelplanol’ 2x - y+z-l
 Solucién
L= (21,00 +t(1,-3,-5) /t e R}

|
|
¥ EB : Donde a = AB =(1,-3,~5) si A(2,1,00= B(3,-2,-5)
o : ll = L' ahora calculamos sus proyecciones ortogonales
© D: sobre el plano P, C=Proys y D=Proys para
P EL : calcular C trazamos la recta L, que pasa por A es
1 L, decir:  L;={(2,1,0)+t(2,-1,1)/t e R}

comoCelL; AP = CeL, ACeP.

SiCeL;, = C(2+2t,1-t,t) paraalgin t € R.

1 4.4 1
comoCeP = 4+4t-1+t+t=1 = t=—; por lo tanto C(;,;,-;)

ahora calculamos el punto D, para esto trazamos la recta L, que pasa por el

punto B, es decir:

L,={(3,-2,-5) +t(2,-1,1)/t € R}, como D € L; A P entonces:
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Del; = D3+2t-2-t,-5+t)paraalgint € R. - T ————
5% (s 16 1,34, ANGULO ENTRE DOS PLANOS.]
comoDeP= 6+4t+2+t-5+t=1 = t=——, D(—,——,~—) ded
3 ( 3 fos® %8 Consideremos las ecuaciones generales de dos planos P;:A;x+By+ C,
-y
P H+ 44~} P i SRR ) z+D,=0, cuyanormales N=|\4,,B,,C,)y P, A;x+By+Cz+D,=0,
CD D-C=(——~—)=(———~)=(—~— ___)___(4 ~17,-31) z+D, y i ( 1252¢ 1)
et it 5 AT cuya normal es Nz=(A2,Bz,C2).

iy
e L'=P70yr={(; -3-—;)+t(4—]73])/t€R}

1.33. DISTANCIA MINIMA ENTRE UN PLANO Y UNA RECT!
QUE NO ESTA CONTENIDA EN EL PLANO.- 3

La distancia minima entre una

El angulo 6 formado por los planos P; y P,

e
- N
/ /4) } es igual al angulo entre sus vectores
s

—_— —
J N, normales N 1 YN, respectivamente y es

4 dado por la expresion siguiente.

Po _a" t-N’ o P
(R | L L={py+ta/teR} y un plano P:
iy |
o
d(L,P)< : \\ : N.(p-0,) =0, donde la recta L no ests
: \\ : contenida en el plano P y ademas L
! \\ I paralela a P es dado por la férmula.
I
e Gk
P o | dsRY={ comp.. Qo po |=| =S|
I M|

Ejemplo.- Hallar la distancia de la recta L = {(-2,1,5) +t(3,-44) /t e R}{'
al planoP: 4x -3y -6z-5=0
Solucién

Ejemplo.- Hallar el angulo formado por los planos Py: x -y =4y P: x+z=6

Solucién

P.:x-y—74 dedonde N, =(1,-1,0), Pp:x+z=6 dedonde N, =(1,0,1)

——

T N, . N,
Si 8= A(Pl,Pz)-&(Nl,Nz) entonces cosf = ————-L—————
I Nx I Nz I

(4,-1,0).4,0,1) _ 1-0+0 1

1
como cosé = ; entonces 0 = 60°

Tomemos un punto del plano. z=0,y=5,x=5 S = ﬁﬁ : E ‘
entonces Q= (5,5,0) y po=(-2,1,5) = Qo_p:) =0, - Po =(7.4-5) J ke ‘ | |
1 [1.35. EJERCICIOS DESARROLLADOS.-
QPN _ (1,4-5).(4,-3,-6) _[28-12+30) '
A o ey acion del plano que pasa por los puntos A(1,0,-1) y B(2,1,3)
| NI | V16+9+36 b J61 f‘ @ Encontrar una ecu plano que pasa p

y que ademas es perpendicular al plano P; = {(x,y,2) € R¥/x+ y-z+2=0}
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Solucidn

como P1P, = N, //P, ademas se tiene

-o\

N — R
J | N= (1.1 0 ﬁ,B—e_iiAB /[P, AB =(1,14)

comoN L AB, N, entonces:

Vi

i
k
41=(-5,5,0) = -5(1,-1,0)

14
P1 N=[1
\ 1

'y
de donde tenemos que: N =-5(1,-1,0)

=l

=3
Luego P: N.((x,¥,2)—(Xo, Yo, 20)) = 0 dedonde .. P:x-y=1

Hallar la ecuacién cartesiana de un plano que pasa por ¢l punto p(1,2,-3) y por
la interseccion del plano x - y + 2z = 4 con el plano XY.

Solucién
Ar-N’ La interseccién del plano x - y + 2z = 4 con €
x—y‘+2z=4
i o plano XY es la recta L: i
Z=

Ps(4,0.00>73 = (1,1,0)

Escribiendo 'la ecuacién de la recta L en fo

vectorialparaz=0=>x-y=4 = x=y+4
Si (x,y,z) €L = (x.y,z)=(y +4,y,0)=(4,00) +y(1,1,0)
Luego L = {(4,0,0) +t(1,1,0)/t € R}

- —s o

—_— )
ahora calculamos la normal N =pypxa, donde p,p=(-32,-3)

e
a =(1,1,0) entonces:
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I T
. Bl ok
N=|-3 2 -3 =(3,-3,-5), como el plano P pasa por p(1,2,-3)
I N .1

P: N. [(xy,2)-(1,2,-3)] =0, de donde P: (3,-3,-5).(x-1,y-2,z+3)=0
P:3x-3y-5z=12

Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto p, (3,1,-2) y hace angulos
iguales con las rectas L; = {(1,4,2) +t(1,1,1)/t € R} L, “'eje OX, Ly : eje OY

Solucion

‘ > -
El plano pedido es: P: N.(p—p,)=0, de donde N=(A,B,C)y po(3,1,-2) el

punto por donde pasa el plano.
La condicion del problema es: £ (L, ,P)= £ (L,,P)= £ (L;,P), donde:

para £ (L,,P)= £ (L, ,P), se tiene:

- = - >
- > >
seng=—22 _ Nb. oRies 5 (bL b7 (L0 N2ABC)
¢ o -5 - o
INQEall NN G
efectuando operaciones se tiene que: (\/5 -NDA-B-C=0 . (1)

para £ (L, ,P)= £ (L;,P) setiene:

- - - - 4 L
sen = QN'b o AN‘C ,donde b= (1,0,0),.¢=(0,1,1), N = (A,B,C)

INTIBN BN el

efectuando operaciones se tiene: A =B we{2)
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ahora reemplazamos (2) en (1) se tiene: C = (1/5 -2)B oL
Sea P;:x -y =4dedonde N, =(1,-1,0)

by :
¢omo N =(A,B,C)=(B,B,(¥3-2)B)=B(1,1,V3-2) B=0 o
Py:x+z=6dedonde N, =(1,0,1)

Porlo tanto P: (1,¥3-2).(x~3,y-1,2+2)=0

Ly
P:N .(p - A) =0 es el plano pedido como P L
I x+y+(J§—2)z+2J§—8=0

—_— ——
P, , P, entonces N;-, N, /P de donde la

- o8 : Y, :
Sea u =(abc) y N =(AB,C) vectores no nulos de R’ tal que vnormal N de‘P b

-
NLly si pp (Xo.Y0,20) €s un punto del plano 7r=Ax+By+Cz+D='

L
Demostrar que L ={p,+¢ p/t € R} est contenida en m.

Solucion

S ]_\;L; 0 ]’\’, 71 St K L ETEE Ry e como P: N .(p-A)=0, al reemplazar se tiene, P: (-1,-1.1).(x - 3, y - 4,z-1)=0
b f Ry X+ Ytz 6

L={py+tulteR}= {(Xo, Yo%) +t(abec)/te R} por demostrar que
) @ Encontrar la ecuacion del plano que pasa por (1.2,-3) y sea paralelo al plano

L criAx+By+Cz+D=0 3x -y +2z=4. ;Cual es la distancia entre los planos?

Solucid
SeapeL = p(xot+ta, yo+tb,z+tc) ucion

' —
. &) & V7 = = i 1
comope e = A(xo+ta)+B(yo+tb)+Clzo+tc) +D=0 Sea Py:3x-y+2z=4, donde N, (3,-1.2) y P el plano pedido, como
P // Py entonces P:3x-y+2z+D=0
= Ax, + By, +Cz +D+t(Aa+Bb+Cc)=0,

0

pero (1,.2;-3) e P = 3-2H6.5 D50 =D =5

=(0+t(Aa, Bb,Cc)=0+1t,=0, entoncesp € nluegoL c . por lo tanto el plano es P: 3x -y + 2z + 5 =0, la distancia entre ambos planos

-

Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto A(3,4,1)y es ortqg'
a los pland's Py:x-y=4,P,:x+z=6.

Soluclén

paralelos se tiene:

2 vt 2 |5 (—4)| s
V2810t Jolidhie® 4

d(P,P) =
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Encontrar la ecuacion del plano que pasa por los puntos P, (1,0,-1) y.
P; (-1,2,1) y es paralelo a la recta de interseccion de los planos 3x +y — 2z = 6, :
4x —y + 32=0 |

Solucion

N Py 3x+ Y -22= 6

<4

P, 4x-y+3z=0
para determinar el vector normal al plano P, primero hallaremos el vector

i
direccion v de la recta de interseccion.

o — -
i ] ek
- — — — ——— i
v= N, x N, =|3 1 7=2|=(1;-17,-7) donde N, =(3,1,-2) y N, =(4,-1,3)

¥
g AT

= |
ahora trasladamos el vector v paralelamente al plano buscado y con el vector’

i
ey -

P, Py =(~=2,2,2) se obtiene la normal N al plano P, es decir:

3 - —>
ig ey R

—> — =

N = pyp; < V=2 =024 (20,612,32)
SR

% [

considerando el punto p;(1,0,-1) en el plano y la normal N =(20,-12,32)se tiene:
) i

P: N .(p-pi) =0, reemplazando se tiene. P:(20,-12,32).(x-1,y,z+1)=0
o PESXE IVekiBz + 3=
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@ Si P es un. plano tal que: P N ejex = {(a,0,0)/a#0,ae R},

Pnejey= {(0b0)/b=0,ae R}. Demostrar que P tiene la ecuacion.

0 s
P: o + b + y =1
Soluciéon
z} sl
Sea a = AB =B-A=(-ab,0)
C(0,0,c)
- —
b= AC =C-A =(-a,0,0)
0 (0.0,0) v o R b
- -
X Moak &b bt 4Dl = (bc,ac,ab)
a -a 0 ¢
X/ A(a,0,0)

it
La ecuacién del plano es: P: N.(p— 4) =0, reemplazando se tiene:

P; (bc, ac, ab). (x-a,y,z)=0 = P: bex + acy + abz = abc

i Al
T
a+b c

@ Demostrar que la ecuacién ' del que pasa por la recta

L x=xo+ait, y=ytayl, z2=2zp+ayl,

plano,

te R y es perpendicular al

plano P: ax + by + cz + d = 0, se puede representar en la forma:

'y e’ T W e 1

a, b] C =4

Z—2Z,

a b c

Solucién
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Enlarecta L x = xo+a,t, ¥ = yo+a,t, z=2z5+a;t;teR el vector direccior

15
es a'=(q,ay,a;) y'en el plano P: ax + by '+ ¢z + d = 0, su normal es

- —
N =(a,b,c). Sea P;: Ni.(p— py) =0, el plano buscado donde:
- 5
- — J *
2 a, a a
Ni=axN=lag a) al=( : 3‘_a1 3,01 az)
¢ @i e a
[ Sty , Bl
a0 a ayia aA ' a
R, LS T P, y 2y, £ 20) =0
e a S EER
a, ‘a 4y vy A
P (x=%) ¥ 3~(_v—)'u) ' 3f+(z—zo) =0
b e ay uie @) e

& g e guei2ie 20
et ol SR a, a |=0
a b c

Si A,B,C y D son todos no nulos. Demuéstrese que el tetraedro formado por
los planos coordenados y el plano P: Ax + By + Cz+ D = 0 tiene un volumen

D3
ABC
p Solucién

iguala V =

Sean P, Q, R, los puntos de interseccion del

plano P: Ax + By + Cz + D = 0, con los

el volumen V del tetraedro OPQR es:

67
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ejes coordenados respectivamente, es decir:

D D D3
i e OF -y R(0, 0, =2
P( A,O,O), (0 3 )y R( C)

e
] [OP OQ OR]| de donde se tiene:

—¥

= D -2 D D
OP =(-—,0,0), 09 =(0,——,0), OR=(0,0,——)
A B <

-4, 0
A 3
+D? 2 i) |
V:l 0 _2 0 =l D =l D V==
6 B 6|ABC| 6|ABC 6| ABC
0 0 e
C

Dados los puntos = Pj: 2x+2y—2z+2=0 y P:x-2y—z=1 y el punto
A(2,1,4). Hallar la ecuacion de una recta que pasa por el punto A que es
paralela a P, y que haga un angulo de 30° con P;.

Solucién

_.)
P:2x+2y-2z+2=0, de donde su normal es N} =(2,2,-2)

_)
P,: x—2y—z=1, de donde su normal es N, = (1,-2,~1)

- o o
Sea L={(2,1,4)+tu/t e R} donde u =(a,b,c) y ||ull=1

-
como L//Py = u.Ny=0 =>a-2b-c=0 w (1)
5> =
3 0 a u.Nl
por otra parte se tiene: £(L,P;)=30" ,entonces sen 30°= 7 donde
I 11Nyl
B
3 ‘/5.2\@ ='2442b-2c=3..(2)

u. Ny ‘——'Hull ||N| =, 2a % 2b- 2c_—2—

i 2 2
como Jlul=l = a“sb” e =l w3
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( &

a-2b—-c=0

resolviendo el sistema se tiene: 12a+2b—-2¢=3  entonces b=+
»(12+b2+cz:l g4y

P

G y=—(2442,2,-2£42)
4l fal'la

g 2
wi=ab, o) =¥
4

1
’25

Luego se tiene: L= {(2,1,4)+r(21\/—2_, 2, -2¢2) /1€ R}

@ Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (0,0,1), es ortogonal al !

1 :
plano XZ y hace un angulo € = arccos 3 con el plano x +2y + 2z=5. )

Solucién
I X+2y+22=5 Qen, Py=x+2y+2z=5 de donde

_) -
N =(122) y Py= XZ

P, = ? tal que P31 P, y ademas

N, .N; e s
Ademas cost9=-_) donde N, =(122) y N;=(a)0,c)
I Ny I NSl
2
os6’=(l’2’2)'(a’0’c) :}_1_= (H.: c7
Wat+c? 3" aa? et

s 3
a* + ¢ = a+2c entonces se tiene: a = —Zc

= 3 .
por o tanito N, = (——f,o,c) ¥ —%(3,0,-4)
_)
Luego P;: N;.(p—(0,01)) =0, al reemplazar se tiene:
P; :(3,0,-4).(x, y,z-1)=0 Py i3x—4z+4=0

Un plano pasa por el punto A(3,1,-1), es perpendicular al plano 2x - 2y+ z = -
4, y un intercepto Z es igual a -3, héllese su ecuacion.

Solucién
L
Sea P;:2x-2y+z=-4, de donde N,=(2,-2,1) y P el plano por calcular,
_)
Luego como P, LP = N,//P y como el intercepto Z con P es -3 entonces

__)
B(0,0,-3) es un punto del plano P y ademas A, B € P = AB//P de donde

=> T -
AB = (-3,-1,-2) como N,, AB//P entonces lanormal P es N dado por:

- - —
i o PR

I e o

N=Nx4B=|-3 -1 -2/=(-5,-138)
il el

L
P: N(x-3,y-1,z+1)=0, de donde P; (-5,-1,8).(x -3,y -1, 2z+ 1) =0, por
lo tanto: P: 5x+y-82-24=0

Hallar la ecuacion de cada uno de los planos que se hallan a dos unidades del
origen y tiene una normal que hace angulos de 60° con los semi ejes positivos
OX y OY.

Solucién

Sea P el plano buscado, cuya normales N = (cosa, cos 3, cos y)
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2 2
como a=p=60° = cos“a4cos B+cos’y=1 = cosyzi—2~

V2

y==(1,1442)

N=(

ﬁ 1
2

N

sl
22"
La ecuacion del planoes: P: x+yt 2z+4D=0
[0+0+0+ D ‘

Jl+l+2

Si D=4 enfonces Py: x+yi\/—2-z+4=0;

como d(O,P)=2" = = dedonde|D|=4:> D=4vD=

D =-4 entonces P,: x+yj:\/:7:z—4=0

Hallar la ecuacion del, plano perpendicular al plano z = 2, que contenga

punto (2,2,2) y que haga un angulo de 60° con el plano fx+2y=3z42=
Solucién

La ecuacién del plano pedido es de la forma P: Ax + By + D =0 puesto que

perpendicular al plano z = 2 paralelo al 'plano XY. La rormal del plano P

=(4,B,0).

Si Py: 3x+2y-3z+2=0;de donde N, =(¥32,33)

El 4ngulo formado por P, y P es 8=60° que es dado por: cos 6= =
(RN

o WA+ B =\ 34+2

J34+2B 1 34+2B

c0s60°= —=——= de donde —=
WA+ B 2 4JA +B’

4(A> +BY) =342 +4B> +434B = A=43B ()
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como(2,22)e P = 2A+2B+D=0 w3€2)
de (1) y (2) setiene D=—(8J§+2)B «(3)

@®

reemplazando (1) y 3)en P: Ax+ By + D=0

P 4V3Bx+By—-(8Y3+2)B=0, B#0 = P: 43 x+y-8J3-2=0

La recta Ll={(5+t,—t,0)/teR] se refleja en el plano n: 2x -y +z - 1= 0,

Hallar la ecuacion de la recta reflejada.

L,\ Solucién

Se observa que p,elLjar = p,eLiAap,ex

Si p,e L= p,(5+t,-1,0) paraalgin teR

/ v l/ ademas p, €7 : 2(5+0)+t+0-1=0 = =3
Ay _a)Aa L, dedonde P(230) también P (500) € L,

1 GOt 37 2%y rl= i de sdohde N' (2:-11)

|
|
—[ 7
L/ - oF
9{ entonces N Lz = N//L;de donde:

Ly ={(50.0)+ A2-11)/ 2 € R}
AEL;('VZiAE[GAAe”

Si Ae L, = A(5+24,— A,A) paraalgin A € R, ademés A e m entonces

2(5+2X)+A+A-1=0 entonces l:—;. de donde:

3

» ] 313’
A(2,—,——) = AP] —(3 3 ) = BP| =p,—B=2Ap, =2(3,—5-5)=(6~—3-3)

s

TIREEY skeresy
piP2 = P2 — Py = (-3,3,0) = Bp; =p, -B=(3,0.3) como Bp,//Ly p,eL
entonces L = {(2,3,0) +r(3,0,3) /r € R}
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x+4 5 5-¢%
Dado el plano P: x -2y +3z =8 ylarecta L: W s

ecuacion de la recta que pasa por el punto (0,2,-1) paralela‘al plano dado y

,'y=-1. Hallar la

corta la recta L.
Solucién
x+4 S5-z e
2 =—:;—, y = -1, escribiremos en forma
vectorial L = {-4,-4,5) +1(4,0,3)/t € R}.

A la ecuacién de la recta L:
Sea L, la recta por determinar, es decir: L, ={(0,2,-1)+r(a.b,c)/r € R}como
Lycotaal = 3pel; NnL =.pel,Apel

Sipe I = pray 24 rb=lbre) 42> p il o\ p(-4 46 -1, 5 + 31)
de donde por igualdad (ra, 2.+ rb, -1 + rc) = (-4 + 4t, -1, 5 + 3t) entonces:

( 4r—-4
i
—4+4r=ra 3'
—1=2+rb{ = b=—';' « {1)
5+3t=—1+rc) 63t

- -
como P: x -2y +3z=8 de donde N = (1,-2,3)como L, / /P entonces

= =5

;_LA_"' donde ::(a‘b,c) Si a,LN:>a N 0=>a-2b+3¢=0 ..(2)

4-4 6 18-9¢
=+
n r r

=0 = t=4

reemplazando (1) en (2) se tiene.

12 3 6 e 3
dedonde: a=—, b=——,c=—— como a =(a,b,c)=—(4,-1-2)
s i r r
0,

={(0,2,-1) + A(4,-1,-2)/ A& R}

Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional T

El intercepto Y de un plano es menor en una unidad que su intercepto Z y
mayor en 2 unidades que su intercepto X, si el volumen encerrado por el plano

y los tres planos coordenados es 15u° , Hallar la ecuacién del plano.

Solucién
Z 4

Los puntos por donde pasa el plano n son:

(0,0,a) (0,0,a), (0,a - 1,0), (a - 3,0,0) y la ecuacion del
plano es:

T \0\ n: N.(x,y,z)=d donde N =(A,B,C)

02"
. \ v (0,0,a) e = (A,B,C).(0,0a)=d =>aC=d
Y
S 0a-10)en = (ABC).(0,a-1,00=d
X 3‘0‘0

@

B(a-1)=d =>(a-3,00)en
(A,B,C).(a-3,0,00=d = A(a-3)=d. de donde

I
A= d~ B= d-,C=dademéssetieneque:V=— donde V = 154°
1 a 6|ABC

divdic d

15 = (a-3)(a-1)a=90 => a=6 de donde A=-§ g,C:E,

N.(5,0,0) S 2 D (TR = d =i ieiag

como 7 X, V2 =>xd(—, 7, 7)(x,p,2 EBRAE A ot St
y 3576 7 il SR

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,-1,1), perpendicular a la
recta 3x=2y=z, y paralela al planox +y-z=0

Solucion
Sean L = {(1,-1,1) + A(a,b,c) /& € R} larectabuscada L;:'3x=2y=z
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z 23 ) 404
e s st

X
entonces: Ll.m=-l—]- : 5'5’“

)l
LLLji=> (a,b,c).(;,'z—. D=0= 2a+3b+6c=0 w (1)

-
como el plano P: x + y — 2 = 0, de donde N =(l1-1) por ser

P//L = N.(a,b,c)=0
(1,1,-1).(a,b,c) =0 entonces a+b-c=0 s (2)

2a+3b+6¢c=0 {a=9c

ahora resolvemos el sistema siguiente: { bl 8

a+b-¢c=0
(a,bic) =(9¢,-8¢, ¢) =¢(9, -8, 1) porlo tanto L = {(1,-1,1) + X(9,-8,1)/ & &
x=Y. y+l _ z-1

R} lo que es igual a expresar en la forma. L: ——9— = ——8— = :

Sean 7;:3x+y-z=1 y 7,: x—y+3z=1, dos planos. Hallar las ecuaciones

paramétricas de la recta L que pasa por las proyecciones del punto Q(1,1,1)
sobre cada plano.
Solucién

~ <

T -ﬁ;
Mvﬁ‘\lﬂ

Del gréfico se observa que la recta L pasa por los puntos A y B que son las
proyecciones del punto Q sobre cada plano, por lo tanto calcularemos los

puntos A y B.

Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional 7S

Para el punto A trazamos larecta L,, es decir: L, = {(LLY+¢(3,1,-1)/t € R}

como Ae LN entonces Ae L, nA e, .SiAel, = A(l+3t, 1+t 1-1)

2
para algint e R,ademas A er;, = 3(1 +3)+ 1+t+t-1=1= t:—ﬁ’
9 13 :
T ﬁ)' Para el punto B trazamos la recta Lz, es
decir: L,*= {a,L,)+¢(1,-13)/t € RjcomoBe L, n 7, >Be L, nBem,

5
de donde el punto A(ﬁ’

SiBelL, = B(I +1t1-t,1 +3t) para algin teR

2
ademas Berm, > 1+t-1+t+3(1+3)=1 = t=—Tl-

) s B

9
de donde el punto B(-l—l, TR ﬁ)

Fh T 4 ;
Sea.a= AB =B-A= -ﬁ(l.],—Z) por lo tanto la recta L pedida es:

L= {(%, % ; %—?—) 4+ A(1,1,=2)/ A € R} cuyas ecuaciones paramétricas es:

>\ 5

L
11

Ly s B eR

11
13 25

Zi3

ool L

[1.36. EJERCICIOS PROPUESTOS.- |

Una recta pasa por el punto A(-2,1,3), es perpendicular e intercepta a la recta
L= {(2,2,1) +£(1,0,-1)/t € R} . Hallar la ecuacion vectorial de dicha recta.

Rpta. L={(-2,1,3) + A(1,1,1)/A € R}.
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Por los puntos' A(-6,6,-5) y B(12.-6,1), se ha trazado una recta. Hallar 10s

puntos de interseccion de esta recta con los planos coordenadas.
Rpta. (9,-4.0), (3,0,-2), (0.2,-3)

Dados los vértices de un tridngulo A(3,6,-7), B(-5,2,3) y C(4,-7,-2). Hallar las
ecuaciones paramétricas de su mediana, trazada desde el vértice C.

Rpta. x=4+5t, y=-7-11t,z=-2

Hallar las ecuaciones de la recta L que pasa por el punto A(-1,0,2), es
ortogonal a la recta L, = {(2,2,0) +1(5,-2,-3)/t e R} y que corta con la recta

X—1 9 =21
Rpta. L={(-1,0,2)+t(32,65,10)/t €R}.

x+1 p+3 = s Zr

con las dos rectas: Llrj—zL——:i—% . ,,'x—z—zg: 1
=2 -1 egy- 3 -5

fprd ) 252 )’;5_ '—13

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(-1,2,-3), es

2
perpendicular al vector a=(6,-2,-3) y se corta con la recta

x-1 y+1 z-3 -1 (y=2. .z
s e Rpta. .t TD s TR

Dadas las rectas L, ={(3.1,0)+#(10,1)/t € R}y L, = {(LL1) + A(2,1,0)/ A € R}.
Hallar el punto Q que equidista de ambas rectas una distancia minima, ademas

5 W g v
= )5y d=—

hallar esta distancia. AE=P
4 2 4 4

Rpta. O(

Hallar ]a ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2,0,1) y que intercepta a
larecta L, = {(1,2,3) +1(2,2,3)/t e R} en angulo recto.
Rpta. L={(2,0,1)+A(-33,18,10)/teR}

Rectas y Planos en el Espacio Tridimensional i1

®

La recta L pasa por el punto A(2,1,5) y ademas intercepta y ¢s perpendicular a

o O
larecta L;: f?- = !—4—— il Determinar la ecuacion de la recta L.

Rpta. L={(2,1,5)+t(28,-11,-20)/teR}
Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto medio de AB donde
A(-5,-4,4) y B(3,-2,-4) y que corta a larecta L, = {(1,1,1) +£(-3,-8,-3)/t e R}
Rpta. L={(-1,-3,0)+ A(1,4,2)/ A € R}
Determinar la. distancia mas corta entre las rectas Lj:2x=y=z,

Ly:x=y=26+z Rpta. d(L,,L2)=13«/5u

Sean las rectas L; ={(51,2)+#(2,0.2) /t € R}, L, ={(32.))+ M(2,1,0)/ A < R},

Hallar un punto que equidista de ambas rectas una distancia minima.

e P(B 3 3)
a. i A
¥ 4 2 4

Una recta L, pasa por los puntos A(2,1,-1) y B(5,-1,3) y otra recta L, pasa por
los puntos C(-4,2,-6) y corta perpendicularmente a L1~ Hallar la ecuacion de

Ls Rpta. L, = {(-4,2,-6)+1(2,11,-T)/t € R}

Hallar la ecuacién vectorial de la recta que intercepta un angulo recto a las
rectas L ={(3,4,3)+6(2,23)/t e R}y L, ={(1,6-1)+ A(-120)/ A e R}
‘ Rpta. L= {(1,6,-1)+t(-2,-1,2)/ t € R}
Dado los vértices de un tridngulo A(1,-2,-4), B(3,1,-3) y C(5,1,-7). Hallar las
ecuaciones paramétricas de la altura bajada desde el vértice B al lado opuesto.
Rpta. x=8t+3, y=15t+1,z=19t-3

Hallar la ecuacién vectorial de una recta que pasa por el punto A(2,1,-1) y
cortaa lasrectas L = {(LL)+1(24,5 /1 € R| y. L,: eje x.

Rpta. L={(2,1,-1)+(13,8,-8)/t € R}
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Dado los vértices de un tridangulo A(3,-1,-1), B(1,2,-7) y C(-5,14,-3). Hallar las
ecuaciones candnicas de la bisectriz del dngulo interno del vértice B.

kil =2 iz 7
Rpta. L: PRI 2, S
1

Dados los vértices de un tridngulo A(2,-1,-3), B(5,2,-7) y C(-7,11,6). Hallar las
ecuaciones canonicas de la bisectriz del angulo externo al vértice A.
x=2 y+l z+3

Rpta. ; ——=—=
¢ Ty

Hallar una recta L que intercepta a las rectas L, = {(2,1,-1)+#(3,4.0)/t € R} y

L= {(1.1‘2)“(_4‘3,()) /1€ R} formando un 4ngulo @ = arctgﬁ con cada

una de ellas.

61 73

3537 D+ AU-1,75) /A€ R}

L= {f; v 75)/reR} L= {(

Encontrar la longitud del cordel que se necesita para llegar desde el punto
P(8,6,5) hasta una vara recta de madera que pasa por los puntos A(3,5,3) y
629
B(8,3,1). Rpta. d(P.L)=,—
33
Hallar la ecuacién de la recta L que pasa por el punto M(1,0,2) que es

ortogonal a la recta L, = 1@+2¢,5¢, 1+t)/t € R} y que se corta con la recta

Ly —— et Rpta. L = {(1,0,2) +t(53,-14,-36) / t € R}

Loy 1 de vectores direccionales (-3,1,2) y (1,2,3)

Tespectivamente, se interceptan en (4,1,1). Hallar la recta (6 rectas) L, que al

Las rectas

imerceptar a las dos primeras, determinan un tridngulo isésceles con base en

L3 y cuya érea es 6ﬁ§ uz.
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Hallar las recta L que pasa por el punto A(5,0,0) que corta al eje y en un punto
B de tal modo que forma con el origen un triangulo de arrea 30 ul.

Rpta. L = {(5,0,0) +t(-5,£12,0) /t € R}
Hallar las ecuaciones paramétricas de la perpendicular comin a las rectas,
dadas por las ecuaciones Li:x=3t-7,y=-2t+4,z=3t+4 y
Lyrx=t+l, y=21-9, z=-t-12. Rpta. L: x=2t-5,y = -3ttl, z=-4t

Una recta que pasa por el punto A(1,2,3), haciendo un dngulo de 30° con el eje
Xy 60° con el eje Y. Hallar su ecuacion.
Rpta. L={(1,2,3)+1(+/3,1,0) /1 € R}
x=1 s y=1 -z=1

Dados un punto A en larecta L;: —2—~ = -3— = —4— y un punto B en la recta

e

L, = {(3,0,8)+t(1,2.5,2)/ te R} que determinan un segmento AB que
forma con larecta L, un angulo de 30°. Hallar la distancia de A a B.

—_—
Rpta. || 4B ||=10

Hallar la ecuacién vectorial de la recta L, que intercepta a las rectas
L ={(1,-2,5+t(234)/teRl y L,={(-2,1,-2)+X(0,12)/Ae R} en

9

angulo recto. Rpta.  L={(-7 53

25
3 —5-)+t(—30,197,—137)/t € R}

Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto F,(3,-3,4)
y que es ortogonal a cada una de las rectas L, = {(—2.3,—2)+t(2,—1,5)/t € R}
Rpta, x =3-7t,y=-3+11t,z=4 + 5t

Dadas las rectas L, que pasa por los punto A(2,1,2) y B(5.4,5)y L, que pasa
por los puntos C(7,4,3) y 'D(10,8.5).
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a)  (Cual es la menor distancia entre ambas rectas?

b) (Calcular un vector ortogonal a ambas rectas cuya longitud sea igual a la

distancia menor? Rpta. a) d=\/gu. b). a=(-211))

Determinar una recta L tal que con las rectas L, ={(2.1.4)+¢(L,1,0)/1 € R},

L= f(2+ A1+ 4,3+ 2)/ A€ R|. Determine un tridngulo de area 5 T
Rpta. L={(434)+r(1£5J2, ~1+5V2, +5J2) /1 e R}

La unién consecutiva de los puntos A, B, C y D es un paralelogramo si las
coordenadas de los tres primeros puntos son A(1,2,3), B(0,-1,4), C(-1,2,6).
Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos C y D.

Rpta. L= {(0,5,5)+t(-1,-3,1)/ te R}

(Cuales son los puntos de la recta L= {(x,_v,z) eR’ PE=0 z} tales que,

junto con el punto (0,0,2) determinar un triangulo equilatero?.

Hallar una ecuacién de'la recta que pasa por el punto F(0,1,1) y corta a las

rectas L, = {(1,—2,0)+t(l,2,1)/‘t € R}‘ L, = {(.x,y,z) eR /x= oy = z}

Rpta. L={(0;1,1)(31,1)/t € R}

Dadas las rectas L, ={(2+¢,6+2t,1)/t € Rl y Ly={(1,6+r,1)/reR].
Hallar la recta L que intercepta a L, y L, determinando un triangulo de una
unidad cuadrada de area, si L pasa por el punto M(3,2,1).

Rpta. L= {(3.2,1) +1(-2,5,0)/t € R}
Dado el punto A(4,3,2), determinar dos puntos B y C de la recta
L ={(21,3,-t) / t € R} tal que con A sean los vértices de un triangulo isésceles

de areaigual a 6 1°, si el lado desigual esta sobre la recta L.
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@

®

Dado el punto A(4,3,2), determinar dos puntos B y C de la recta
= {(2,-2,2) + t(3,1,1)/t € R}, tales que con A, sean los vértices de un
triangulo isosceles de arrea igual a 9422 unidades cuadradas, si el lado

desigual esta sobre la recta L.

Dado el punto Q(6,3,2) y la recta L = {(1,-1,4) + t(0.-1,1) / t € R} determinar
las rectas que pasa por Q y cortan a L formando un angulo dej60°. |

e Tl )]

Rpta. L, ={(6,32)+1(~ 5—1+—-—— ——2——)/zeR}

W2 W2

L, ={(632)+ A=5-1-—=~1+=—7)/ A R}
Las rectas L, = {(3,-2,4)+(0,4,4) /t € R}, L, ={(1,-12)+ A-2-10)/ A& R}
y L, =‘{(2,6,—-3)+a(3,—5,5)/ a e R} contiene 3 aristas de un paralelepipedo.

Encontrar cada uno de los otros vértices de este si (3,-2,4) y (2,6,-3) son dos de
ellos. Rpta. (3,'2,4),(2,6,‘3),(3,0,2),(5y l ’2)7(59'1 14)1(073$'] )’(0357'3)1(2a4" l )

Hallar la ecuacién de una recta perpendicular al plano XZ, que una las rectas
L ={(-LD+d2-18) It e R}, L, ={(12.-3)+ A(-1,4,2) / A€ R}
‘ Rpta. L ={(0,6,-1)+t(0,1,0)/te R}

Hallar la ecuacién de la recta L que pasa por el punto A(3,4,-5), corta a la recta
L= {(1,3,—2) + t(4,3,2) /te R} y es perpendicular a la recta

x—4 +2
r 2 o3

- = )

i (2 3

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (1,2,3) 'y que intercepta

perpendicularmente al segmento de extremos (2,3,4) y (-3,2,5).



Eduardo Espinoza Rameo

® ®|=

®

® ®

Hallar, la. ecuacién , de la recta que pasa por (2,1,5) y es perpendicular a'l
vectores (1,-1,2) v (2,1,-1).

Determinar la ecuacién de la recta ‘que intercepta un 4ngulo recto a la recta

L= {(1,2,3)+ t(2,l,— l) /t e R} y que pasa por el punto A(2,0,1).

Hallar el punto de interseccion de las rectas si existen.

b, -2 x—1 z+3
a) L,:-—=!—=z+l, Ly —=y+2=
3 1 i
x—-2 -2 x-3 z+2
b) L,'—=-¥———-=z—3, L =y+5=
=3 6 B 4
2 2 Vi .2 x—1
Hallar la distancia entre las rectas L x=;=;. J A2 =y—-4=z+1
|

Encontrar las ecuaciones de la recta que pasa por el origen, es perpendicular

alarecta x=y-5,z=2y-3, y queinterceptaa larecta y = 2x+ 1 A z= x+ 2,

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P (1,0,1) y corta a las
rectasi L, (= {(~LL1) +4(20,1) /1 e R}, Ly x=y+3=1 4 x+2y-2=0

Rpta. L = {(1,0,1)+ 1(-6,7,18) /LeR}
Hallar una ecuacion vectorial de la recta que pasa por P(0,1,-2) y corta a las
rectas L, ={(l,4,3)+t(1,3,0) /te R}, L, ;{(.r,y.z) eR’ [x=y=3z A 4——z=x}

Rpta. L= {(0,1,-2) + t(13,39,-7) /t € R}
Hallar la ecuacion de la recta que pasa por ¢l punto A(3,1,2) y corta a las

rectas L, ={(24,~1D)+4(0,12)/t € R}, L: x-y+z=4 A 2x+z=6
Rpta. L = {(0,2,6) + t (1,-1,-2)/t€ R

|
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Hallar una ecuacion vectorial de la recta L cuya ortogonal sobre el plano XY
esta dado por z=0, x-2y-5 =0y cuyaproyeccion ortogonal sobre el plano

YZestadadoporx=0,y-z+2=0. Rpta. L={(1,-2,0)+t2,1,1)/t € R}

Sean las rectas L;:x—-y+z=5=0.AXx=3p+6=0; L,:2y+z-5=0 A

4x-2y+5z-7=0. Demostrarque L,//L,.

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto £ (1,6,-5) y es
perpendicular a cada una de las rectas.

Lz 3x-2y+3z+9=0. A x+y-22413=0;

Ly: 2x+2y-5z+10=0" A ‘x=ly—z+3=0

Rpta. L= {(1,6,-5) + t(-21,19,-30) /t € R}

Encontrar la distancia perpendicular del punto P(-1,3,1) a la recta x-2z=1, y=1.

310
Rpta. d(p,L) = —S—
Hallar la distancia del punto P(6,-3,3) a larecta L:2x+2y+z=0 A 4x-y-3z -5=0
Rpta. d(p,L)=3

Las,rectas L, ={(x,7,2) € R/ %2y =3, 220} Ly {4 +1(3,-55) /1 < R

£y {( XY, Z)1E R/x= 3, y+z= 2} contiene aristas de un paralelepipedo,

uno de cuyos vértices es A(2,4,-1) encontrar sus otros vértices y su superficie

lateral. P
Rpta. a) (3,0,2),(5,-1,4),(0,5.-3),(5,1,2),(0,3,-1),(2,6,-3),(3,-2,4)

b) (29294 +2V2 +4V6)u’
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Demostrar . que  la  condicién, segin la . cual las  dos
x—a, y-b  z—¢ X505 0 Y—by  z=c5 gl I
L: Jgo by Ly 2. 224 £ - = estan situadas i
m m, iy n n n J
! | 2 3
a,-a, by-b ¢;-¢
un plano, se puede expresar de la forma: m m, my |=0

n ‘N, ny

yelplano3x-y+7z+8=0. Rpta. P(-31,-8,11)

Hallar la distancia mas corta entre las dos _rectas  cruzada

+2z-1=0 2x— -3=0 6
i 8 AL e g Rpta. d(L,,L,_)=£
x-2y-z-1=0 x+y+z-1=0 6

x=7 y+3

Hallar la distancia del punto P(-1,2,3) a larecta: L:
Rpta. d(P.L)=7
Hallar la’ distancia mas corta entre las dos rectas que se cruzan

i N ot A B
-3 1 2

L ={(1,-23)+t(2,,1)/teR}; L,:

17 =
Rpta. d(Ll.L2)=—3—\/§ 1

6x+2y+z-4=0

Hallar la distancia del punto P(7,7,4) alarecta: L:
6x-y—-2z-10=0
Rpta. d(P,.L) =11

=3y

Hallar la proyeccién del punto P(2,-1,3) sobre la recta Ll p =1
z=2+2

Rpta. Q(3,-2,4)
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¢ 4

0
Demostrar que larecta L:yy=¢t', —o<t<w

’

zmt
a) Estaenel plano6x +4y-4z=0

b) Es paralela al plano 5x - 3y + 3z =1 y esta debajo de él.
¢) Es paralela al plano 6x + 2y - 2z = 3 y esta arriba de él.

Un plano pasa por el punto (3,1,-1), es perpendicular al plano,
2x - 2y +z+4 =0 y suinterseccion con el eje z es -3. Hallar su ecuacion.
Rpta. n: Sx +y-8z=24

oAb e i

; 3 2 4
es perpendicular al plano n: 2x+y+22+4=0. Rpta. P: 2y-z=0

Hallar la ecuacién del plano que pasa por el recta L: .y

Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos extremos de los vectores

- e -
a =(2,-3,-1), b=(0,~1,4), ¢ =(2,1,-3) si los vectores tienen su origen en

el punto p(1,0,3). Rpta. n: 6x+y+2z=19

: i x_ y—-6 z+43
Hallar la ecuacion del plano determinado por la recta L: T = T = —l y

el punto p(4,-3,2). Rpta. n: x-9y-17z+3=0

Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1.0,-1) y B(2,0,2) y
forma un angulo de 60° con el plano 2x -2y +z+ 6 =0.

Rpta. 7 21x+(40-3J170)y—-72=28

A 21x+(4043V170)y= 72 = 28
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Hallar la ecuacion de cada plano que contiene intercepto x en 2, intercepto ;

6 P
en 3, y se halla a las distancia de 7 del origen. Rpta. P: 3x +2y + 62=6

Encontrar la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(-2,5,3) y B(4,8,-8)

es perpendicular al plano XZ. Rpta. P: 11x+6z+4=0 '

Determinar los puntos de interseccion y el angulo que forman los planog

i 4x+3y+z=0; myx+y—z=15

2x+2y+z=.0

Calcular la distancia del punto p(6,-3,3) alarecta: = L:
4x—y—-3z—-15=0

Hallar la ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto p(3,2,-1) y que

B

x-y=0 2xEy¥z=0
cortaa las rectas. L;: y n'
: y~2z+2=0

x+250
Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto medio de ' AB y corti
bajo un angulo de 60° a la recta que pasa por M y N donde A(2.,4,0), B(O,ﬁ,.
2), M(3,3,3), N(-1,3,3).

Desde el foco F(0,0,10) se lanza un rayo luminoso el cual se refleja en el

espejo plano m de ecuacién x + y + z = 1, Hallar la direccion con la cual ¢

lanzo6 el rayo, si el rayo reflejado pasa por el punto G(2,5.15).

Halle la ecuacion del plano que contenga a larecta x - 3 = -(y + 5)=«(z + 2) /

el punto (5,0,-4). Rpta. P: x+2z=1
Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto A(2,2,-4) y es paralelo cada

una de las rectas Lii x+y—2z+1l=0 ‘N x—yu2z=9=0

L,:2x-3y~-22+8=0 A x+2y+z-9=0 Rpta. P::29x+9y+z-72=0
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Un rayo de luz se dirige por larecta L= {(2 ~t, -t; 1)/ t:e.R} al.cho¢ar con el
espejo.plano m: 2x -'y +z+#2 = 0, se refleja. Hallar la recta L, en'la cual esta

¢l rayo reflejado. Rpta. L, = {(—5,—7.1)+/1(1,4,l)/ Ae R} )

Hallar una ecuacion del plano que pasa por el punto A(1,-1,4) y es ortogonal a
cada uno de los planos: Py 2x+y=z+4+2=0 y P,: x=y+3z=1=0.

Rpta. P: 2x -7y-32+3=0
Hallar la ecuacion del plano perpendicular al plano XY y que pasa por los
puntos A(1,5,-3) y B(-5,-4,11). Rpta. P: 3x-2y+7=0

Dado el'plano 7,: x =y +2z =2 'que representa un espejo, al cual incide un
rayo ~ Iuminoso que  sigue  la - trayectoria de ' la  recta
L, ={(0‘,2,0)+t(1,1,l)/t € R}. Hallar el punto de intercepcion de la recta

L, que contiene al rayo reflejado con el plano m: 2x +y +z=16.

El radio vector normal a un plano tiene una longitud de 5 unidades y dos de
sus angulos directores son a=45° y f = 60°. Hallar la ecuacion del plano si este

pasa por el extremo de su radio vector normal. Rpta. z,: P2x+ y+z—10=0

7y w/Ex+y——z—-10=O

El volumen del tetraedro formado por un cierto plano y los planos coordenadas

es 12u° . Hallar la_ecuacién del plano, sabiendo que es paralelo al plano
cuyaecuaciones 3x+2y+4z+6=0. Rpta. P: 3x+2y+4z +.12=0

Hallar la ecuacién del plane que contiene a la recta L: x =y =2z y que

ademds pasa por el punto A(0,1,0). Rpta. P: 2x-z=0

Hallar 1a ecuacién del plano que pasa por el punto A(-2,3,1) y es ortogonal a
P 3xpA@psizs by Py 2xmidnhdzs
Rpta. 3x - 14y - 192 + 67 =0

los dos planos.
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Hallar la ecuacion del plano que ' pasa por los punto A(1,2,-4), B(4,'
3,2) y C(-4,5,10). Rpta. P 11x+9y+2z-21=0

Hallar la ecuacion del plano que pasa por los punto A(2,0,-1), B(0,2,5) y es

ortogonal al plano 3x +y-z=7. Rpta. P; x-2y+z =1

Hallar la recta L que es paralela a los planos P;: 3x+12y-3z=35 y
x+5 y-3 z+1 W

3T e
Rpta. L={(-3,-1,2)+1(-8,3,4)/t € R}

P,: 3x-4y+9z=-7 y que corta a las rectas L;:
x=3 y+1 z=2
LR T 1

El pie de la perpendicular trazada desde el origen al plano P es el punto |
A(1,-2,1). Hallar la ecuacion del plano P. Rpta. P: x-2y+z=6 i

L,:

Encontrar la ecuacién de un plano que ‘pasa por el punto A(1,-2,1) y es .\‘

. e
perpendicular al vector OA , siendo O el origen de coordenadas.
Rpta, P: x-2y+z=6 o)

Hallar la ecuacion = vectorial = de un plano P. Sabiendo quela

recta L = {(1,1,1) +t (0,1,1) / t €R} esta contenida en el plano P y que el

angulo que forma el plano P conel plano m:3x-y-z=0 ¢s 60°

Rpta. P: (22,5.-5).[(x,y.2) - (1,1,)]=0; P': (=22,5,-5).[(x,»,2) - (1,1,})] =0

Hallar la proyeccion ortogonal de la recta. L = {(1 +t, 1 -2t,2+3t)/t eR}

sobre el plano m: x - 2y + 3z =33. Rpta. P oy,’; =(3,-3,8)

Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta de interseccion de los

planos 3x-y+2z=5 y 8x+2y-z=3 yque contiene al origen.
Rpta. n: 31x+13y-11z=0

Dos rectas L, ={(34,3)+1(=2.0)/t e R} y L, ={(1-24,-3)+1(1,-2,1) /1 R} | |

son paralelos a un plano P y estén en lados opuestos respecto al plano. Hallar

el plano P si se sabe que d(L,.P)=d(L,,P)=3
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Un plano pasa por el punto A(5,-1,3) y dos de sus angulos directores de su
normal son a. = 60° y = 45°. Hallar la ecuacién del plano.

Rpta. m;: x+ﬁy+z—8+ﬁ=0 6 my: x+1/5y+z-2+\/5=0

Hallar la distancia del punto p al plano n donde.

50413

a) p(15,22,10), m x+10y+4z+15=0 i3

Rpta. d(p,7)=

63
b) p(-10,-10,5), = x+2y-3z=18 Rpta. d(p,n)=ﬁﬁ7

¢) p(3,-2,5), m2x-y+z=0 d) p(1,L5),n:2x+3y-2z2=4
Dados los puntos A(3,5,1), B(-1,1,3) y C(2,4,1) del tridngulo ABC, donde G es

el centro de gravedad de dicho tridngulo y G es la proyeccién ortogonal de R
—
sobre el triangulo ABC. Si || GR ||= 6-/2 . Hallar la proyeccion ortogonal de G

3 1
sobre el plano BCR. Rpta. (g, 3. —;)
Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos (1,3,0) y (4,0,0) y forma
un angulo de 30° conel planox+y+z-1=0.
Rpta. n: 4x+4y+z-16=0

~ =N A
paralela alarecta L,: B k- g fonh

P IX+6y+z-4=
1 5 5 Rpta. P: 7x+6y+z-4=0

Un cubo tiene dos de sus caras en los planos P;: 2x+6y+3z-12=0 y

P,: 6x+18y+9z+6=0. Hallar su drea total y su volumen.

Rpta. 4, =24° |, V=84
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Sean los puntos A(2,3,4) y B(3,1,6) y el plano P: x +y - 4z =3. Hallar
plano 7 que pasa por A y B y que forma con el plano P un 4ngulo de 45°. E
Rpta. n: 2x-y-2z=-7

Hallar la ecuacién del plano 7 paralelo al plano nt;: x+3y-2z+14=0y ta&

que la suma de sus interceptos con los ejes coordenadas sea igual a 5.
Rpta. m: x+3y-2z-6=0

Hallar la ecuacién del plano n que contiene a la recta L:x -y-l;= 0 “
A X +y+z =2y que es ortogonal al plano de coordenada X Z.
Rpta. m: 2x+z=3

Hallar la  ecuacion del plano que pasa porlarecta x =2t+1, y=-3t+2, |
z=2t-3 yporel punto A(2,-2,1) Rpta. m: 4x+6y+5z=1 "

x—2-_y—2_z—l
AT
.Rpta. m: 2x-2y-z+1=0

Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta L;:
bk y—1 ~z+l
R e

es paralelaalarecta L,:

x+y+3z-7=0

Hallar la ecuacion del plano P que contiene a la recta L: {
3x+2y-2z=0

es perpendicular al plano P;: 2x+y-2z+1=0.

Determinar. la ecuacion de una recta que sea paralela a los planos 1

P:x+z-4=0y Q:x+y=2 e intercepta a las rectas L,={t(l,0,l)/teR} ‘

y Ly = {(0,1.0)+ 4(0,0.3)/ A € R} Rpta. L= {(1,0,) +t(1,-1,1)/t e R}
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Tres vértices de un tetraedro regular se encuentra sobre el plano
nt: 5x — Ty+z+2 =0 y el cuarto vértice sobre la recta L={(1+t, 2+t,-3+2t)/

1
teR}. Hallar el volumen de dicho tetraedro. =~ Rpta. V = ;u3

Dados los puntos A(1,2,3), B(4,5,6) y C(7,8,8). Hallar el conjunto M de puntos
O de R’ tal que A,B,C y P sean los vértices de un tetraedro de volumen igual a

6 unidades cuadradas. Rpta. M:x-y+13=006 M:x-y-11=0

Hallar la ecuacion del plano P que pasa por los puntos A(-2,-3,5) y B(4,6,-10)

y que es perpendicular al plano XZ. Rpta. P: 5x+22=0

Hallar las ecuaciones de cada uno de los planos que se hallan a 2 unidades del
origen y tiene una normal que hace un angulo de 60° con ambos eje X, eje Y.

Rpta. x+y+\/iz=—4; x+y—ﬁz=-—4
x+y—\/52=4 : x+y—w/52=4

Determinar bajo que direccion debe ser lanzada rectilineamente una particula
desde el punto A(2,2,3) hacia la recta L = {(0, 1 + 1, -r) / r € R} para que la

alcance al cabo de 2 segundos, siendo su velocidad V = 3u/ seg.

—
Rpta. 4B =(-2,-2,-2)
Una particula comienza a moverse en la direccion en el punto A(15,¥22,10) y

P
se mueve con una velocidad constante ¥ = (1,1,1) ;Cuanto tarda la particula en

alcanzar al plano nt: x + 10y +4z=-157 Rpta. t =10 seg.

(En qué direccion deberia moverse la particula del problema anterior para
alcanzar el plano en tiempo minimo? si el médulo de la velocidad es el mismo

del problema anterior ;Cual es el tiempo minimo?

50
Rpta. (1,10,4), ¢, gt v 39 seg.
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Hallar el 4ngulo entre la recta de interseccion de los plan“

3x+y+3z=5;x-y+z=2 y la recta de interseccion de los planos

13
8x-y472=3; x-y+z=2 Rpta. 0=amcos(Jﬁ2—)

Determinar una ecuacién de la recta L que satisfaga a la vez las condiciones
siguientes:
i) lEsta contenido en el plano P determinado por los puntos p,(0,0,0),

p1(2,2,0) y p,(0,1,-2). '

ii) Sea perpendicular a larecta L;: T =re—r =02

21

4 :
ili) Parapor PNL,.  Rpta. L={(——5—,——5-,-;)+t(2,—3,10)/teR}f

X ‘
Demostrar que la interseccion de la recta. L={Q,+t.a/te R} y el plano

-3

7 (p—py)- N 0, es'el punto 4(Q, +((—@—2(L) ).

a.N

Demostrar que la ecuacién del plano que pasa por €l punto A( Xg, yo,zo) y es

— —
paralela a los dos vectores a =(a;,d;,a,) y b= (bl sb, ,b3) se puede expresar

X=Xo0 Y7Yo 272
en la forma: a, a, ay |=0
b, b, b,

Demostrar que la ecuacién del plano que pasa por el punto A(xl, y,,zl) y

g ot
B(xz, yz,zz) y es paralela al vector a =(a,,4;,a;) se puede expresar en la

X=Xy YO nZT 2

forma: ' Xy =X, Yy =y " z3=7|=0

a a, a,
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Demostrar que la ecuacion del plano que pasa por tres puntos A(x, WV ,z,) y

B( X5, Ys ,zz) C(x3 V3 ,23) se puede expresar en la forma:

XEieh Y Y
X=Xy Jpmdy Sy B SD

ok Uil g 237 %

Demostrar que la ecuacién del plano que pasa por el punto p,(xq,¥y.2¢) ¥

es perpendicular a los dos planos m;: 4 x+By+CZ+D, =0,

Wy Ayx+Byy+CyZ+ D, =0 se puede representar en la forma siguiente:

ErXe P Pl 2
4, A, A4y |=0
B, B, By

Demostrar que la ecuacion del plano que pasa por la recta L: x=x,+ta,
y=Yyo+tb, z=z5+tc y por el punto A(xl,yl,zl) se puede expresar en la

XXy wodaedhn AR
forma: X =Xy V=Yoo Z—2%)|=0

a b c

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (1,3,2), es paralelo al plano
e {(1,4,0)+t(1,1,l)+ A0,1,2)/t,A e R} y forma un angulo de 60° con la recta
L, ={(1,-2,3)+1(1,0,1) /¢ € R}.

Rpta. L={(13-2)+/(3£22, 242, 1)/1 ¢ R}

Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (1,3,0) y (4,0,0) y que
forma un angulo de 30° con el planox +y+z-1=0. :
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Hallar en el ¢e x un punto equidistante de los dos

i 12x =16y +15z2+1=0 ym,: 2x42y~2z-1=0

Hallar un punto C del plano n: x -y + z - 3 = 0, tal que cdn los punto
A(2,1,1) y B(1,6,4) sean los vértices de un tridngulo equilatero. '

2x+y—z=3

Hallar la ecuacién general del plano que contiene a la recta ' L:
X 2y — 2=

y es ortogonal al plano 2x +y -z-3=0. "
Rpta. 4x -7y +z-9=0

Hallar la ecuacion del plano paralelo al plano 2x - y + 2z + 4 = ( sabiendo qﬁ
el punto (3,2,-1) equidista de ambos planos. Rpta. 2x-y +2z-8=0
Hallar la ecuaci6n de una recta que pasa por el punto (3,4,-6) y es paralelo a
los planos x +2y-z=4 , 3x-y+2z=-6. i

Rpta. L= {(3,4,-6) + t (-3,5,7) / te R}}

xX+y+z-2=0

Hallar la ecuacion de la proyeccion de la recta L: { sobre el

x+2y+z=0
plano P: 3x +y +3z-1=0

Hallar la ecuacién del plano que pasa por la interseccion de los plano Py ;

P, donde P;: 3x+10y+5z+6=0,P,: x+4y+32z+4=0 y sea paralela

ala recta L= {(1,5,-1)+t(3,2,-3)/t € R}.

Determinar la ecuacion vectorial de la recta que sea paralela a los planos

S,

P;: xfz—4=0 y P,: x+y=2 e intercepta a las rectas le{t(1,0,1)+t € R} e

L, ={(0,1,0)+ 4(0,0,3)/ A € R}
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La proyeccion ortogonal de la recta L sobre el plano P,: x-2y~3z=0es la
rectas LI:{(1+St, 2+t,t-1/te R} y la proyeccién ortogonal de L sobre el

plano P,: x+y+2z=6 es la recta LZ:{(1+t, 1+¢,2-t)/t e R}. Hallar las

ecuaciones paramétricas de la recta L.

Hallar la ecuacién cartesiana del plano que pasa por (2,6,1) y contiene a
Rpta. 88x-13y-65=0

Hallar la ecuacién cartesiana del plano que pasa por (3,4,1) y es perpendicular

alosplanos x-y=4,x+z=6. Rpta. x+y-z-6=0

Hallar las ecuaciones de los planos paralelos que cortan en angulo recto a los
planos P: x+z-2=0y P,: x—y+3=0. Sabiendo que uno de ellos pasa por

el punto p(1,1,1) y el punto q(2,-1,2) equidistan de ambos.

Hallar la ecuaciones del plano que pasa por la recta de interseccion de los
planos Py: x+y-2z=0, P,: x+2y+z+6=0 y es paralelo a la recta que pasa

por los puntos A(1,-1,1) y B(2,1,2).

Dadas las rectas L, = {(34,5)+1(0,1,-2)/t € R}, L, ={(4-2)+ A1,2,3)/ A€ R}
y L= {(0,0,0)+ L2,10)/p e R}. Hallar la ecuacién cartesiana de un plano
que corta a estas rectas en los puntos A,B y C respectivamente de tal modo
AB = FC—', se sabe ademéas que estos puntos estan alineados y que al plano

solicitado es paraleloalarectax =y =2z. Rpta. 19x-20y +z-81=0

Encontrar la ecuacion del plano que pasa por la interseccion de los planos
2x-y—-52=4 y 3x+y-2z=0 yesparaleloal plano 12x -y —17z= 14

Rpta. 12x-y-17z=6
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Hallar la ecuacién del plano P que pasa por los puntos A(-1,2,0) y B(3,-1,2

1
que forma angulo & = arccos(— E) conel plano Py: x+y-4=0.

La distancia del punto Q(1,0,3) del plano P es 3. Si P pasa por la rec 2
{5x—6y+22+15=0 |

. Hallar la ecuacién del plano P.
x=2y+z+3=0

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto M(3,0,1) y forma

angulo de 60° con la interseccion de los planos P;: 2x+y—22—2=-“

P, ={(3.2,2)+1(1,2,2)+ A(2,1,1)/t,A € R}

Dadas las rectas no coplanares concurrentes en  0(1
x=1  y+2 .z-3 x=1..3=z x—1 p+2
i = = il g = VR T ol 2% =
2 2 1 3 —4 2 1

Hallar la ecuacion de un plano que pasa por el punto M(-4,2,6) y fo

angulos iguales con estas rectas. Rpta. 3x-y-z+20 §

Hallar la ecuacion del plano m que pasa por A(1,4,-2), es paralela'rf‘

y 3—-y z+3 x+1 3-y
Consideremos las rectas L,:x=—l;T= : Lo l {

plano que determina L, y L; m, es el plano que determina L, y L.

Determinar el angulo formadoporm, y m, .
Dados 'los  ‘planos m;: 3x+2y+5z+1=0, my! x-y+z+4=0
Ty 2x+3y~z—-13=0 y las rectas L TR e

0 3
interseccion de dichos plano y es paralelo a ambas rectas,
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Si L={(t—l, 2-t,0)/te R} y P: x+2z-1=0 un plano. Hallar la recta
L,, contenida en P, tal que £(L,L;) = 60°

Encontrar la ecuacion del plano que pasa por la interseccién de los

planos 2x —y - 5z=4 y'3x+y-z=0 y paralelo al plano 12x~y~17z =4
Rpta. 12x -y -17z=12

Hallar la = ‘ecuacién = del plano que pasa a través de la recta

L ={(1,8,1)+t (1,-3,1)/teR} y forma un angulo de 60° con el plano 2x-y+z= 7.
Rpta. x +y+2z=11 ; llx+2y-52-22=0

Un rayo de luz parte del punto (’1,4,2) se refleja en el espejo plano YZ, este
rayo reflejado, se refleja nuevamente en el espejo plano YZ y este ultimo rayo
reflejado pasa por (5,1,4). Hallar la ecuacion de este ultimo rayo reflejado.

197/ 18
Rpta. L= {(?,O.—S—)+t(6,5,2)/t € R}

Hallar las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por el punto M(3,-2,-4)

paralelamente al plano m: 3x - 2y - 3z - 7 = 0 y que corta a la recta

x-2 y+4 z-1 x=3 y+2 z+4
Ll: = -~ . Rpta. = =
3 -2 2 5 -6 9
: x=2z-3=0
La recta L: Skt intercepta al plano x + 3y - z + 4 = 0, encontrar el
y=2z=

punto de interseccion p y encontrar la ecuacion de la recta en éste plano que
x-1 y+2. z#l
-5 3 4

pasa por p y es perpendicular a L. Rpta. (1,-2,-1) ,

Hallar la ecuacion del plano que pasa por la interseccion de
L ={(954) +1(1.1,2)/t e R} y 'Ly ={(1.2,3)+ A2,L,1)/ A€ R} siendo, la

distancia del plano al origen igual'a /234 unidades:
Rpta. 11(x - [1)#7(x=7)#+ 8(x - 8)=0
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Un hombre se encuentra en 0(0,0,0), lanza una flecha desde A(0,0,16) haci
un blanco en B(50,12,16) que se encuentra sobre el plano 25x - 6y - 1178 = 0,
haciendo impacto a 0.1 unidades del blanco. Si la flecha fue lanzada con una
trayectoria paralela al plano XY, hallar el 4ngulo que debi6 girar el hombre

para no fallar, Rpta. 3.62°

Encontrar la ecuacion del plano que pasa por el punto Q(3,-5,2) y es
perpendicular a cada uno de los planos 2x +3y-z-5=0,x-2y+2z-3=0, :

Rpta. 4x - 5y -7z-23=0
Una puerta rotatoria de un centro comercial consta de dos plano
P: 5x+3y-2-9=0 y P,: 3x-2y+5z-6= 0, se quiere aumentar un plan
mas a la puerta, tal que pase por la recta de intercepcion de ambos planos y que’
sea paralelo este plano a la columna que describe la ecuacion de la recta
L, ={(3,1,6)+(1,1,0)/t € R}. Hallar la ecuacién de dicho plano.

Rpta. 19x - 19y +41z-39=0

Hallar la ecuacion de una recta que pasa por (3,1,2) y corta a las rectas
x—y+z=4

L, ={(2,4,-1)+1(0,1,2) /1 € R}, Lzz{z ok
X+z=

Rpta. L ={(3,1,2)+t(-1,10,11)/t eR}
Encontrar la ecuacion del plano que es perpendicular al plano 2x + 3y — 5z = 0y

contiene al origen, y es paralelo a la recta que pasa por los puntos (1,-1,3) yi
(21]"2)- Rpta. 5x - Sy -z=0 :

Hallar una recta en el plano determinado por los puntos A(0,0,0), B(2,2,0) y

Dados los puntos A(1,-3,4); B(3,-2,2) y el plano n: 2x -2y + z = 12. Hallar
los puntos C y D del plano = tal que A,B,C y D son los vértices consecutivos
de un cuadrado.
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Sx—=4y-2z=5
Hallar las ecuaciones de las proyecciones de la recta L:
x+2z-2=0

sobre el plano P: 2x-y+2z-1=0

Hallar la _ecuacién del plano que contiene a las siguientes rectas que se
4 x—=2 y+3 z+2 3x+2y+z=-2
interceptan L;: i = \ = & gl

x—y+2z=1
Rpta. 4x + 7y —-3z+7=0

x+y—4z=0

Cuales son los puntos By C de la recta L: { tales que junto con

x+y=4
el punto A(3,-2,4) determinan un tridngulo equilétero.

Un rayo de luz parte un punto (2,1,6), se refleja en el espejo plano XZ, este
rayo reflejado se refleja nuevamente en el plano YZ, y este ultimo rayo
reflejado pasa por (3,8,2). Hallar la ecuacion de este ultimo rayo reflejado.
13 22
Rpta. L= {(0,?,—5—-)+t(5,9,—4)/t € R}.
z+2

y=1

x=1 +2 5-z
=y = LZ:)c=—2,———l =

Dadas las rectas L;: E
2 3 4

cruzan. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por A(-1,-2,0) que sea

que se

perpendicular a L, (en el espacio) y cortea L, .
; Rpta. L={(-1,-2,0)+t(-1,6,4)/teR}

Hallar la ecuacion del plano m que contiene a la recta L:x-y-1=0,
x +y+2z-2=0 y que es ortogonal al plano coordenado XZ.

Por el punto A(1,0,1) se traza una perpendicular al plano P: 2x+y-z=7.
Si B esel pie de dicha perpendicular, determinar un punto C, en la recta:
L= {(-1,1,0) +t (0,1,5) / t € R} de modo que el volumen del tetraedro cuyos

vértices son A,B,C y D, es igual a 4u ' Des el punto de interseccién de la

i 2 90
recta L con el plano P. Rpta. ¢,(-1,0,-5) 6 ¢, (—l,—;,—?)
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Una puerta rotatoria de un centro comercial consta de dos plano s
P 5x+3y-z-9=0y Py: 3x—2y+5z-6=0. Se quiere aumentar un planao
mas a la puerta, tal que pase por la recta de interseccion de ambos planos y que.
sea paralelo este plano a la columna que describe la ecuacién de la recta’
L, ={(3,1,6)+1(1,1,0)/ ¢ € R}. Hallar la ecuacion de dicho plano. "

Rpta. 19x - 19y +41z-39=0

Una particula comienza a moverse en el A(15,-22,10) y se mueve con una
velocidad constante v =(1,1,1). ;Cuanto tarda la particula en alcanzar al '

plano: x + 10y +4z = -15?, Rpta. t =10 seg.

(En que direccién deberia moverse la particula del problema anterior para
alcanzar el plano en tiempo minimo? si el modulo de la velocidad es el mismo
que en el problema anterior. ;Cual es el tiempo minimo?, ‘

|

- 50
Rpta. a =(1,10,4),¢, =5 39 seg.

Hallar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto P = (3,2,-1) y que.
x=y=0 {2x—y+z=0 ]

corta a las rectas: L;: Vo {plins
x—z=0 y-2z+42=0,

Dados  los planos m: 3x+2y+5z+1=0, &, x-y+z+4=08

7y 2x+3y-2z-13=0 y < las' rectas

de inter(leccién3de dicho planosy es paralelo a ambas rectas.

Rpta. 5x -4y +3z+13=0
Se tiene dos tuneles que parten de la sﬁperﬁcie (Suponer que la superficie es A
lisa y es el plano XY) desde los puntos p, ,(0,5/2,0) y p,(52,0) y llegan
respectivamente, a los puntos: p 4(~7:~1=7) ¥ p,p(-53,-5). Hallar la .
minima distancia que debe tener un tiinel que debe quedar a nivel (paralelo al !

plano XY) y va a servir para interconectar a los tineles A'y B. Rpta. d=2.457
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La uni6én consecutiva de los puntos A, B, C y D es un paralelogramo. Si las
coordenadas de los tres puntos son A(1,2,3), B(0,-1,4), C(-1,2,6). Hallar la
ecuacion de la recta que pasa por los puntos C y D.

Rpta. L= {(0,5,5)+t(-1,-3,1) /teR}

Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(2,-3,-4) y que intercepta
en los ejes coordenados segmentos de igual magnitud y diferente de cero.
Rpta. P: x+y+z+5=0

Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto M(3,-1,4) y también por la
recta de interseccion de los planos x +2y—-z=4; 2x -3y +z=6.
Rpta. 3x -y-10=0

Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los planos
3x+y-22+2=0y x-3y—-2z+3=0 y es perpendicular al plano XY.
Rpta. x +7y-4=0

Hallar la ecuacion del plano que pasa por la interseccion de los planos
2x~y—-52=4; 3x+y—-2z=0 y es paralelo al plano 12x -y - 17z+ 14 =0.
Rpta. 12x-y-17z-12=0

Hallar la ecuacion de una recta que pasa por el punto P(3,4,-6) y es paralelo a
los planos x +2y-z=4;3x -y +2z=-6.
Rpta. L = {(3,4,-6) +t(3,-5,-7) /t € R}

Determinar la proyeccion de larecta L = {(1,-2,1) +t(1,-1,1)/t € R} sobre el

plano n: 4x+2y-2z-1=0. Rpta. L, ={(;,—Z,i)ﬂ(l,—l,l)/teR}

Hallar la proyeccién de la recta L = {(1,2,-1) + t(2,1,-1) / t € R} sobre el plano

n x+ty—-z-8=0. Rpta. L, ={(3,3,-2)+t(2,-11)/te R}
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1 [ 3xcks 2y+z 3=0, x ~2z=0 y es perpendicular al plano x +2y hz+ 5 =

Un plano es paralelo al plano P: 2x + 2y + z — 1 =0 y el punto (2,2,2)
equidistante de ambos planos, hallese la ecuacién del plano. N
Rpta. m: 2x +2y+2z-19=0

Hallar la ecuacién del plano iy‘]'ue pasa por el punto M(1,2,-3) y es paralelo a las

puby ackl L 2e 7 Lz x+5 ¥z 2 z+3
2 -3 ' -2 -1

' Rpta. 9x + 11y + 52— 16=0

rectas L :

x=2t+1
y==31+2"y por§

Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta L:'
: ’ z=2-3

punto M(2,-2,1). Rpta. 4x+6y+5z-1=0

paralelo al segmento liinifadc;'por los puntos P, (2,5,-3) y P(3,-2,2).
Rpta. 9x +7y+8z +7 =0

‘ x=3t+1 i

Hallar la ecuacién del piéﬁo que pasa por la recta L;: {y=2t+3 y &
i

z==t=2

2x—y+z~3=0_

; .70 40 Rpta. 13x—14y+tiz+ 51 =4
x+2tvj-‘z—5=0 1

paralelo a larecta L, : {

y+2
sl

c—1
Hallar la gcuacién del plano que pasa por la recta: Iq b —’\—2—- A
es perpendic,uiar al plano P: 3x & 2y -z 5~ 0, Rpta, n: x-8y - 13z + 9 :,

Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta de interseccion de los pla '

witsi - Rpta. 11x=2y = 15z=3 7 0

2
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Hallar la ecuacion del plano que pasa por la interseccion de los planos
X-y+z =4, 2x+y-2z=6 yporel origen. Rpta. x + 5y -7z=0

Hallar la ecuaciéon cartesiana de un plano que contenga a la recta

L = (1,2,-3) + t(1,-4,2) / t € R} 'y se encuentra a una distancia de .
‘ Ja

unidades del punto P(2,-4,-5).  Rpta. 6x + 2y +z=7; 30x + 2y — 11z=67
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Y al conjunto denotado por XxY y definido asf:

XxY = {(x,y)/xe XA yeY}

12;2. PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE DOS CONJUNTO ‘
(@ AxB=#BxA @) Ax¢=¢xA=9¢ |
@) AxBUO=AxBUAXC @ Ax(BmC):AmeAxc;
B AxB-0=AxB-AxC ® (xB)xC=Ax(Bx0)
@ siAcB = AxCcBxCVC
SiAcCyBcD=AxBcCxD
[23. RELACION BINARIA-|
Dados X,Y dos conjuntos; diremos que R es una relacion binaria de X en Y, s
y solo si, R es un subconjunto de X x Y.
2.4. APLICACION DE X EN Y.-

x € X, existe un unico y € Y, tal que y =f(x).

Diremos que f es una aplicacién 6 funcién de X en Y, siy solo si, para cada
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NOTACION.- A la aplicaciéon f de X en Y denotaremos por: f: XY,
dondeD; =X . ‘

Ejemplo.- f:[-44] — [0,4] tal que f(x)=\/l6—x2

2.5.

CLASES DE FUNCIO

Sea f: X — Y, una funcion, entonces:

a) fesinyectiva, siy sélo si se cumple:

|35 eX axzx, = flx)#% ()]

b) fessuryectiva, si y sélosiparatodoy € Y, 3x € X tal que y = f(x).

¢) fesbiyectiva siy solo si, es inyectiva y suryectiva.

26,7

. CONJUNTO ' IMAGEN
INVERSA.- T A ‘ i

i) DEFINICION.- Sea f: X — Y una funcién y A c X llamaremos

imagen de A segun f al conjunto denotado por:

[Ra) = ({)/xcAjcY

Que viene a ser el conjunto de todas las imagenes correspondientes a los

elementos del conjunto Ac D, =X .

ii) PROPIEDADES DEL CONJUNTO IMAGEN.-

Sea f: X — Y una funcién y A, y B subconjuntos del dominio X

entonces:
AcX,BcX, AcB = f(A)cfiB)

@ AcX,BcX = f(AuUB)=fA)uUf(B)
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@) AcX.BcX = f(ANB)CfA)N(B)
la igualdad se cumple cuando f es inyectiva.
@ AcxX,BcX = fA)-f(B)cRA-B)

la igualdad se cumple cuando f es inyectiva.

iii) DEFINICION.- Sea f: X =Y y B c'Y, llamaremos pre — imagen ¢
imagen inversa de B segun f, al conjunto denotado por:

| B =xeD, 1 f()eB

Que viene a ser el conjunto de contra imagen correspondiente a elementos

del conjunto B < Y.

iv) PROPIEDADES DE LA IMAGEN INVERSA DE UN CONJUNTO.4

Sea f: X — Y una funciony Ac'Y, Bc'Y entonces:
B St AT BT et 5 LalB)

@) rlUuB=fHULB)

@) S AaB =L AN TB)

@ riu=¢t@y

G U-B =7 A-1"®

27.  COMPOSICION DE FUNCIONES.- |

Sean £: X = Y,y g: Y — W, dos funciones, llamaremos funciéon composicion:

de g con f 6 f seguido de g, a la funcion denotada por gof : X — W, tal que:

. [teoh ) =g(fx)), v xe D, |
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2.8.  LEYES DE COMPOSICION IN’

a)

b)

DEFINICION.- Sea A # ¢, un conjunto, llamaremos ley de
‘ composicién interna definida en A, a toda aplicacion
de AxAenA.
es decir:
DEFINICION.- Sea A, k dos conjuntos (k se denomina conjunto de

operadores o escalares).

Llamaremos ley de composicion externa definida en A y con operadores
en k, a toda aplicacion de kxA en A, es decir:

A un conjunto k # ¢ le llamaremos campo o cuerpo si en k estan definidas dos

leyes de composicion interna (suma y producto) y ademds verifican las

siguientes propiedades.

Ira. Suma: |

i)
ii)
iiii)

a+ b=b+a, Vab ek, conmutativa.

a+(+c)=(a+b)+c, Vab,c ek, asociativa

Existe 0 e ktalquea+0=0+a=a, V a e k “0” es llamado el elemento
nulo o cero.
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iv). V. aek, J-ae k, llamado opuesto o inverso aditivo tal
at+(-a) = (-a)+a=0 1

2do. Producto: [.:kx}

i) ab=ba, Vabek, conmutativa.
ii) a.(b.c)=(ab).c, Vab, €k, asociativa.
iii) Existe 1 € k llamado elemento identidad tal que: l.a=a.l=a, V aek.

iv) V aek, a#0, existe un elemento a”' llamado el inverso de a, tal q':
aal=1. ‘
v) Propiedad distributiva del producto respecto a la suma.

- a(b+tc)=ab+ac - (atb).c=a.ctb.c

Ejemplo.-  Son campos o cuerpos los conjuntos siguientes:
R = conjunto de los ntimeros reales.
Q = conjunto de los niimeros racionales.
C = conjunto de los nimeros complejos.
Ejemplo.- Consideremos el conjunto siguiente:

Q(\/E)={a+b\/5/a,beQ). Demostrar que (Q(v2), +, ‘o“

€S un cuerpo.
Demostracién

Primero definiremos las operaciones siguientes:

(a+bV2)+(c+dN2) =(a+c)+(b+dN2
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(a+b2)(c+dN2) = (ac +2bd) + (be + ad W2

probaremos solamente la parte iv) del producto que es Va e k, 3 ' tal que

oy | fi 3 . $ ¢
a.a” =1, los demas axiomas son inmediatos de verificar.

Sea a+bV2 #0, (b # 0) debemos probar que existe c+d\2 tal que
(@a+bV2).(c+d\2)=1

Pero (a+bv2).(c +d2) = (ac +2bd) + (b + ad)2 =1

De donde ac+2bd =1 B Ly
bc+ad =0 v (2
De (1) y (2) despejamos c, es decir: c=l—2bd, c=—% de donde
a

1-2b

200ec1or$d cumplgloptipnn g

a

SR b a
(2b° —a®)d =b dedonde d = gt O

2b° wu 2h% - a?

a’+ b N

Luego c+dV2 =
2% -a*  2b% -a?

O(V2) esun campo.

Ejercicio.-

@ El conjunto Z (\/-2_ )={a +b\2/ a,b e Z} con las operaciones de adicién y

multiplicacion definidas en el ejemplo anterior no es un campo.
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@ Dado el conjunto Q(\/:§)={a+b\/:§ /a,b e Q). Probar que es

cuerpo con las operaciones de C.

CAPITULO TII

2

@ Si o es una raiz de la ecuacion x+x+2=0  entonc

Q(a) = {a+ba/ab € Q}, es un cuerpo.

o

ESPACIOS VECTORIALES.-

3.1. DEFINICION.-

@ sea @=(1-iV3), probar que el conjunto Q) = {a +ba/ab < O,

‘ Sean V # ¢ un conjunto, k un campo y dos operaciones una de suma (+) y
la otra de producto (.), entonces diremos que el objeto (V, +k, .) es un espacio
vectorial si se verifican las siguientes condiciones.

un cuerpo.

A) EXISTE UNA APLICACION SUMA. |[+:VxV >V

(xy) > Hxy)=x+y

Llamado ley de composicién interna (la suma de dos vectores es un
vector) y cumple los axiomas siguientes:

A - x+y=y+x, VxyeV axioma conmutativa.
Ay - xt(y+tz)=(x+y)tz Vxyze V,axiomaasociativa.

Ay~ V.x €V, existe 0 € V tal que x +0=0+x=x donde “0” se

denomina elemento neutro aditivo o cero.

Ay~ VxeV,existe —x € V, tal que x + (-x) = (-x) + x =0, donde —x

se denomina opuesto de x.

B) EXISTE UNA APLICACION PRODUCTO.- |®:kxV — V

(Ax) = .(Ax) = Ax
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B, .- afx)=(ap)x, VX, a,B ek
B,- (a+Px=ox+Px, VxeV, a,pek
By.- a(xty)=oax+ay, VxyeV, aeck
B,.- ¥ x eV, existe 1 € k elemento idéntico multiplicativo tal que
X=X
OBSERVACION.-

®
@

CROMC,

®

Llamado ley de composicion externa (el producto de un escalar por u
vector es un vector) y cumple con los axiomas siguientes:

Los elementos de V se llaman vectores y los elementos de k se llamar

escalares.

Como V est4 definido sobre los elementos de k, se dice que V es un

espacio vectorial.
Si k =R, V se llama espacio vectorial real.

Si k=C, V se llama espacio vectorial complejo.

Un conjunto V # ¢ para que sea un espacio vectorial sobre un campo k
debe tener definidas dos operaciones “suma” y “multiplicaciéon por ur
escalar” y que cumple las ochos axiomas mencionados, en caso que ng

cumpla con alguno de dichas axiomas no €s un espacio vectorial.

Al conjunto de los polinomios de grado < 3 con coeficientes complejos

denotaremos por k[x] es decir: F

k[x] = {P(x)/ P(x) = ayx* + ayx* + ayx+ay; a; € k = C}

Lspacios Vectoriales

113

[3.2.

EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES.-

@ El conjunto V = R, con las operaciones de suma y producto de R es un
espacio vectorial sobre R.

@

El conjunto ¥ =R* ={(x,y)eR*/xeR A ye€R} yk=R (el cuerpo)

con la suma de pares ordenados (a,b) + (c,d) = (a + ¢, b + d) y el producto

por un escalar: A(a,b)=(Aa,Ab), A e R

es un espacio vectorial sobre R.

2 5 4 3 §
En R° cualquier recta que pase por el origen, es un espacio vectorial

sobre R.
Por ejemplo el conjunto ¥V ={(x,y)e R? /3x-2y=0} con las
operaciones de suma y producto de un escalar con las de R>.

@ El conjunto V=R? ={(x,y,z2)/xeR A yeR A zeR} con las

operaciones de un escalar por un elemento de R* es un espacio vectorial
sobre R.

En R cualquier plano que pasa por el origen es un espacio vectorial
sobre R.

Por ejemplo V ={(x,y,2) € R /x~y-z=0}

El conjunto ¥ =R" ={(x,,x,,..,x,)/x; € R} es un espacio vectorial.
Con las operaciones usuales de suma, es decir:

(%15 X3 50000 X ) F (P15 Voo Y ) = (X1 + V15 X2 + V2sees Xy + V)

y el producto por un escalar A(x;,X3,..., X, ) = (A%}, Ax5,...,4x, ), A € R
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@ En el conjunto ¥ = R?, definimos las siguientes operaciones:

- comprobar que (V, +, R, .) no es un espacio vectorial.

(a,b) +(c,d) =(b+d,atc)

AMa,b) = (Aa,Ab)

Enefecto: i) SiuwveV = u=(ab), v=(c,d)
Probaremos que u+v=v+u, VuveV
utv=(ab)+(cd)=(b+d,atc)=(d+b,c+a)
=(c,d) + (a,b) =v +u se cumple
ii) Siuv,weV = u=(ab),v=(cd),w=(ef)
ut(vtw)=(@u+tv)+tw
u+ (v +w)=(ab) + [(c,d) + (e,)]=(a,b) + (d+f,c+e |
=(btcteatd+f w3}
(utv)+w = [(ab) + (c,d)] + (e,)) =(b+d,a+c) + (e,f)
=(atctf,bt+d+e) 5. (2)
de(l)y(2)setiene: u+(v+w)z(u+v)+w
por lo tanto (V, + ;R, .) no es un espacio vectorial'
El conjunto ¥V = {(x,y) € R?/x+y<1}, no es un espacio vectorial con;
las operaéiones de R? en esté caso falla el opuesto, pues (3,-9) € V sin.i

embargo —(3,-9) = (-3,9) ¢ V puesto que -3 + 9 # 1.

El conjunto R no es un espacio vectorial sobre k =C, puessi ze Cy

a € R entonces az ¢ R, es decir no es una ley de composicién externa.

Espacios Vectoriales "S-

Probar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales,

Px]={a,x" +a,,x"" +..+a,x+ay, neN, ay,a,...a, €R}es un

espacio de suma y producto por un escalar del 4lgebra elemental.

P(xX)+q(x)=(ay +by)+(a, +b)x+..+(a, +b,)x" donde

p(x)=ag+ax+a,x* +...+a,x" y q(x)=b, +bx+byx? +..+b,x"
Ap(x) = Aag + Aa,x + Aa,x* + ..+ Aa, x"

Solucién
Ahora probaremos las axiomas

1ro. La suma de polinomios es conmutativa.

Sea p(x) = ay +ayx+...+a,x",q(x) = by + b x+...+b,x" dos elementos de

P[x]
p(x)+q(x)=(ag +by)+(a; +b))x+(a, +b, )x% +..+(a, +b,)x"
= (by +ag)+ (b, +a)x+(by +a@y)x’ +...+(b, +a,)x" =q(x) + p(x)
2do. La suma de polinomios es asociativa
Consideremos polinomios de P[x]
P (x)=ag +ayx+ayx’ +.+a,x"
Py (x)=by +byx+byx* +..+b,x"
pi(X)=co +ex+cyx’ .+, x"

(p1(x)+(p2(x) + p3(x)) = (P, (X) + P2 (X)) + p3(x) se verifica.
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3er. Elemento neutro para la suma.
El elemento neutro es el polinomio nulo q(x) = 0, puesto que par
cualquier p(x) € P[x] se verifica que: p(x) + q(x) = p(x) + 0 = p(x)
4to. El elemento opuesto para la suma.

Dado cualquier polinomio p(x) =ay +a;x+...+a,x" de P[x] se veriﬁ
que el polinomio p(x)=-ay —a;x—...—a,x" es su elemento opuesta

puesto que p(x)+ p(x)=g(x)=0

5to. El producto por un escalar verifica la propiedad distribut s

respecto a la suma de polinomios.
Esdecir: Si p,(x),p>(x)e P[x] ya € R
al P (x)+ P, (x)] = aP, (x) +aP;(x)
6to. La propiedad distributiva respecto de la suma de escalares.
Es decir: a, B € R y p(x) € P[x].
(a+ B)p(x) = a p(x) + p p(X) puesto que
(@+B)p(x) =(a+ PB)ay +a,x+ayx’ +..+a,x")
alay +a,x +ay x> 4. wa,x")+ B(ag +appvayt . Fa,x")

= o p(x) + B p(x)

7mo. El producto de un escalar verifica la propiedad asociativa.

Es decir:sia, B € R y p(x).€ P[x]

(aP) p(x) = (af)(a, +a,x+(12x2 +ota,x")

=afay + ﬂalx+ﬂa2x2 +.t fa,x" ] = a(Bp(x))
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8vo. Existe un elemento unidad 1 € R, tal que 1.p(x) = p(x) para
todo polinomio p(x) de P[x] con lo cual se ha probado que el conjunto
P[x] de polinomios de coeficientes reales es un espacio vectorial sobre R.

).3. _PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS VECTORIALES. |

Sea (V, +, R, .) un espacio vectorial, entonces se tiene:

i)

El elemento “8” de la propiedad A4, es unico.
Demostracion

Supongamos 38'eV tal que 8+u=u, YuveV

Por la propiedad 4, tenemos que: u+0=u, Vue V

0+0'=86

Se cumple:
0'+0=

} pues 8,0'e€V son elementos neutros de V.

Y por la propiedad conmutativa se cumple:

0'=0+0'=0+0=0 = 6'=60 porlo tanto “0” es tinico.

El producto del escalar 0 por cualquier vector es el vector nulo, es decir:
VueV setiene O.u=6.

Demostracion

Ou+tu=0u+1lu=(0+1)u=1.u=u; sumando (-u) a cada miembro
tenemos:

(0.u+tu)+(-u)=u+(-u), por lapropiedad asociativa tenemos:

O0.u+(u+(-u))=u+(-u), porlotanto: Ou+6=80 dedonde 0.u=06.
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iii)

iv)

Si-el producto de un’ escalar por un vector es ¢l vector nulo entonces.
escalares 0" 0el vector'es nulo es decir: 1 Si Ax =0 =>A=0 o x =¥

o -

EnefectosiA#=0 = A'A=1,VAek

Sirase s rinego=0
g (i:'l:)‘;jx=0 = 1x=0 = x=0
lo cual es unab éc;nt?;;lic;ién ent§nces A = 0 puesto que X #
2do. caso)A Suponiéndo qu?: k #O y\ Ax = 6 = x=0
retvefecto stA#07231 347 = A7 (Ay=27'0

s bt sforsl kY0 = X5

El opuesto de cualquier escalar por un vector es igual al-opuesto de
producto es decir: si A €k, x €V, (-A)x = «(Ax)

Demostracion

Teniendo en cuenta 4, de 2.1., la suma de opuesto en ky B, de 2.1

tiene:

L0x) + Ax = 0=0x = (-A+A)x

Lot AR) EARE GOR AR, 71 AX) = (A

por lo tanto (-A)x = -(Ax)- -

Espacios Vectoriales 4
34._ ESPACIO VECTORIAL DE FUNCIONES.-

Al conjunto de todas las funciones f con dominio un conjunto X # ¢ y rango un

cuerpo k, denotaremos por k* | es decir:
(BRSNS Y 3

un elemento que pertenece a k¥ es una funcién f: X — k ahora en k¥
definimos la suma de funciones y el producto de un escalar por funciones.

i) Sif,gek?” entonces f+ g: X—k es tal que (f+ g)(x)=f(x) + g(x), VxeX
ii) Sidek yfek”,entonces Af: X— k es tal que: (A)(x) = M(x),V x € X |

Luego el conjunto (k¥ +k,.), provisto de dos operaciones suma (+) y

producto (.) es un espacio vectorial sobre k, para esto probaremos los axiomas.
A : Sean f,gek® = fg: Xk y f+g: X -k

= (f+g)x)=f(x) +g(x)=g(x) + fix)=(g + f)(x), Vx e X

de donde f+ g =g+ f, pues f(x), g(x) € k = (R,Q,C) donde la adicién es
conmutativa.

A, : Sean f, g, he k* = figh: X—k, por probar que (f+g)+h = f+ (g + h)
Seax €X, [(f+g)+h](x) = [(f+ g)x)] + h(x)
=[f(x) + g(x)] + h(x), Vx € X veahin)
[f+ (g + W](x) = f(x) + [(g + h)(x)] = f(x) + [g(x) + h(x)]

= [f+E+h[x)=f(x)+[gx)+h(x)], YxeX e (*%)
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2 N X B
como f(x), g(x), h(x) € k= (R,Q,C) entonces de (*) y (**) se tiene: B,: Sea fek” y ), B ek entonces se tiene:

[(f+g) +hl(x) = [f+ (g + W)(x), V x € X [+ BIx) = (A + BY(x) = Af(x) + Bfix)

= (AMD(x) + (Ag)(x) = (Af + Ag)x), Vx e X
entonces (A + B)f = Af + Bf

(f+g)+h=f+(g+h)

Ay : Sea “0” la funcién cero, 0: X — k tal que 0(x)=0, Vx € X

By:Sea fek* y AL Bek entonces se tiene:
= Vfek®, f:X >k setiene:

[OBIx) = AB)X) = MBAX)) = ABH(X) = [AMBHI(X), ¥ x € X
entonces [(AB)f)(x) = [A(BH](x) S (AR =A(Bf)

(f+0)x) = f(x) + 0(x) =f(x), Vx e X

= (f+0)x)=f(x), VxeX

B,: Sea fek”* ¥y, 1 € k entonces (1.f)(x) = 1.f(x) = fix), Vxe X
= f+0=f = Vfek®, 3fek® /f+0=f
entonces 1.f=f porlotanto ¥V =¥ €s un espacio vectorial sobre k.
Ay Vfek” sea -f:X — k definida por (-f)(x) = -f(x)

#2 I CASOS PARTICULARES.- K =(f/ [ X >k
= [F+ (D) = 1) + (D0 = fix) - fx) =0=0(x) VxeX

) SiX=Ryk=R= kX={f/f:R>R} espaciovectorial sobre R.
de donde se tiene: f+(-H=0

i) Si X=[ablyk=R = §X ={f/f:la,b] > R} espacio vectorial
sobre R.

vfek®, A-fek*/f+(H=0

=% Te ¥ = M(f(x) + g(x)

B,: Sean f,ge K yrek = JAELPND = K g)(x? | iii) X =R, k=R, fes continua, entonces
we (4

= [Mf+g))(x) = Af(x) + g(x)] kX ={fI1f:R>Res continua} espacio vectorial sobre R.
L oo (¥ ‘

A = (AD(x) + (Ag)(x) = Af(x) + Ag(x) - e
(s AgX) 5. ESPACIO VECTORIAL DE LAS MATRICES mxn.. |

A[f(x) + g(x)] = Af(x) + Ag(x) pues A, f(x), g(x) € k = (R,Q,0)

Itiplicacion es distributiva respecto a la adicion = de (*) y (**) a) DEFINICION.- Sean m,n enteros positivos fijos X = {(ij)/1<i<m
multipli

£l

1 <j < n} donde ij son enteros y sea k = R,
K ={f1f: X >k

tiene:

[Af+ g))(x) = (Af + Ag)(x), V x € X entonces MEtg)=Af + Ag i
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Si..f ek .= faXank

(i, /)= fG, j)=f, : fesunamatriz de orden mxn sobre R..

Casos particulares: m =3, n=2 entonces
X={(ij)/1<i<3, 1<£j<2} ij enteros
= X={1,),12,2122.3.1).3.2)
Si fek VX Sk
L) - fAD = f
1,2)> f(1,2) = fi
(PAVES S ECR) B Y
22)»> f22)=/xn
BD->GDH=rfy

(3’2) T (392) - f32

M
Luego se tiene: f=lh6 - fn
f3| f32 3x2
[ fn S
fu, In

Ahorapara 1<i<m y 1<j<n setiene: [ =

Lfml fm2

123

b) IGUALDAD DE MATRICES.- Sea f,g ek’ entonces:

-fn B ey 1 -gn 12 - 8 |
fa Sfo o S 8y 8xn i 8,
f = ) N g —1 J
_fml fmZ fmn_ _gml gm2 gmnd

f=g < f;=g,,V1<i<m,1<j<n

esdecir:  f), =gy, [2=812s fon =8mn

¢) SUMA DE MATRICES:

-

an*'gn S2t82 o fint8n
La+8n S ot8n - fatEn

JerE

_fml+gml fm2+gm2 fmn+gnm_

d) MULTIPLICACION DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ.-

Sean fek® y L ek=R entonces

-

fi
Tor

[Afy Ahy = Ah
leI 'lfzz Aon

Af

fmn_ _ﬂfml Afmz e ﬂ’fmﬂj
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125
ego el conjunto de todas las matrices de orden mxn. sobre k = Ay: Sean f,g.heR¥X = fghi X >R
Lueg 1} :
X mxn : L +
=R sta provisto de dos operaciones suma (+) : i
denotado por & esta p rj;l AR Fg“ ORI I
producto (.). B\~ T o) Fon |G +hy 2 By, on +hs,
Probaremos que (k)r +,k,.) es un espacio vectorial sobre R = k. f+(g+h)= ; L . =
A :Sea f,geR* = fg:X—>R dedonde ARV i e
[ Ra s &y silin ] (81 &2 - 8] [ i1+ (& +hy) Si2 (812 +2) Sin + (810 +hy,) ]
So S o S 81 82 - & o1 +(831 + hyy) . Sy +(820 + 1) Jon (82, + 13,)
f = . 3 g = ; = i
f‘ 1 f 2 Y fmn Lgﬂ" 8m2 - &mn ] _fhﬂ +(gml +hml) fmZ +(gm2 +hm2_) ‘i fmn +(gmn +hmu)J
3 asociando los f,.j +(gy +h,.j) y descomponiendo como suma de dos
[+ + fi, +g ’
g b matrices se tiene: f+(g+h)=(f+g)+h
fut8n Snte&n Jon + &2n !
= (0.0 0]
%'} 0 o0 G
; : ‘ Ay: Sealamatriz 0={" tal que! 'Y f e R™ se tiene:
L St t8mt . Szt &m2 Lot Bt 3 q 7
[gn+fii St &in +f|n1 0 0 0 0]
gntfn 8ntin 82a+ Jon . . -
i fuo Sz o S (o 0p (20
3 o V¥ Al dos pesharigr gvecio
5 . ; 5 " e
Lgml +Jm  Em2 +fm2 &mn t Jmn | i |
porlotanto f+g=g+f fdotionntde R nm'] [V U O_J




126 Eduardo Espinoza Ram, Espacios Vectoriales 127

i D

Averiguar si los siguientes conjuntos son 0 no espacios vectoriales: -

VfeRX, 30eR*/ f+0=f

-

‘—fn efiz: il A

=t S\ —Soh ’
f | A a) V={xye R?/x+ y =1} con las operaciones de Gl ’}

Ay: VfeR" sea —f = = j i Jang shin (208 & ! it '

b) ¥ ={(x,¥)€R?/x <y} conlas operacionés de R?

L“’fml [ = |

¢) W={(x,y)eR*/x~yeZ} conlas operaciones de R?.

o
(=3

(S h Ja—Se e Swifin ]
le_fZI f22"f22 f2n"f2n 00

d) ¥V ={(t2t,e')/t e R} conlas operaciones de R’ .

f+(=f)= ' ; T ) . W ={(x,y,2)€R’/x+y =2z} conlas operaciones de R’.
L T ’  hay s : 1 /, — 1. 0 0 Rpta. a) No es espacio vectorial b) No es espacio vectorial.
ml ~ Jml m2 = Im2 v Smn mnl L ; !,
‘ " ¢) No es espacio vectorial d) No es espacio vectorial

Luego V. feR”, E—feRX/f+(-f)=0
e) Es espacio vectorial
B,: Sea feR”, )»,'[3 e R setiene: (AP)f=A(BD
Sea V ={ix+ fe”/A,feR}, dedonde f(x)=x, g(x)=e" son funciones
B,: Sea  feR*, ABeR setiene: (A+P)f=Arf+pf reales, probar que V es un espacio vectorial sobre R.
By: Sean f,ge R%, L &R se ;iene ME+g)=A+Ag Sea V un espacio vectorial sobre k y F un sub-conjunto de k, demostrar que V
; también es un espacio vectorial sobre F.

Byt erRX, HIeRx.talque fi=f ‘ : ) ‘
Sean U y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo k. Sea
V = {(u,w)/u € U, w e W}. Demostrar que: V es un espacio vectorial sobre k.

. i X :
Por lo tanto se tiene que el conjunto de matrices R” de orden mxn provis :

Probar que V = {(x,y,z)eR*? /-2x+3 y—z =0} es un espacio vectorial con
las dos operaciones de suma y producto es un espacio vectorial sobre R. \ | bexcqicros 12

las operaciones de R°.
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y el producto de un nimero real por un elemento de R’ definido media -

A(a,b) = (ra,Ab). Probar que (R2 ,+, R,.) esun espacio vectorial.

Sean V = R? k= R, la adicién en R? definida por(ab)+(c,d)=(a+c,b+ '
y el producto definido mediante A(a,b) = (a,a), averiguar si (R*+,R,.) es oni

espacio vectorial.

Sea V=R? y k = R, la adicién en R?  definida

(a,b)+(c,d) = (521- 4. ; L + %) y el producto definido mediante.

2.2
A(a,b) = (Aa,Ab). Determinar si (R*,+,R,.) esun espacio vectorial.

Considerando ¥ = R® 0 sea el conjunto de las funciones reales con variablg

real y k = R, investigar si son espacios vectoriales sobre R los conjunto

siguientes:
i) El conjunto de las funciones continuas.

ii) El conjunto de las funciones derivables.

iii) El conjunto de las funciones.pares, o sea las funciones f € R® tales que

f(x) = f{-x).

iv) El conjunto de las funciones impares, es decir, las funciones f € RE tal.

que f{-x) = -R0).
v) El conjunto de las funciones constantes.

vi) El conjunto de las funciones positivas.
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Probar que V={AeR2’»‘2/T,(A)=0} €s un ' espacio vectorial con las

. 2
operaciones de R**?

Probar ‘que ' V'={4eR**/ 4" =—A} es un espacio vectorial con las

A 2
operaciones de R**.

X
Probar que V={{0 y]/x, y,z€ R} es un espacio/veetorial' ' con las
o

operaciones de R**%'

0" 0-~a
Probar ‘que  V'={{0 b 0 |/a,b;c€e R} 'es un ‘espacio’ vectorial con las
¢.-0 0

operaciones de R>**,

En cada uno de los conjuntos siguientes no son espacios vectoriales indicar las
propiedades que no se cumple:

i) V={(xy)eR*/y<3} conlas operaciones de R>.
i) V={xype R? / xy = 0} con las operaciones de R?.
i) V={(x,y)eR?/|x|+|y|<1} con las operaciones de R?

Determinar si (C2,+,C,)  es un espacio vectorial, definiendo
(Z),2,)+(2Z) +2))=(2,+2),2,+2))
Z2(Z,,2,)=(2Z,,2Z,)

Si V< R" es .un___ conjunto no vacio,  probar  que
Vt={ueR"/uv=0, para todo veV} esunR - espacio vectorial.
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SUB-ESPACIOS VEC

Sea (V,t+k,) un espacio vectorial
diremos que W # ¢, W V es un sub espacio vectol
de V si y s6lo si (W,+k,.) con las operaciones definidas por V es
espacio vectorial.

a) DEFINICION.- cualquie

OBSERVACION.-

llamados sub espacios triviales.

Cualquier sub espacios diferente de los triviales se denomina sub espa

propio.

Un espacio vectorial tiene muchos sub espacios por ejemplo todas |

rectas que pasan por el origen en el plano R*.

Para probar que un sub conjunto W de un espacio vectorial V sea un st
espacio es suficiente probar las operaciones de suma y. producto, |
demas axiomas definidas en V también se cumplen en W y esto verem

en el siguiente teorema.

b) TEOREMA.- Sean (V,t)k,) un espacio vectorial, y W=¢, W
diremos que (W,+k,.) es un sub espacio vectorial ‘_.
(V,+.,k;.) si y solo si:

i) VxyeW = x+yeW i) Viek VxeW=Axel

Demostracion

=) 'Si w es un sub-espacio de V entonces se cumple (i), (ii) esto es inmedi

de verificar

Uspacios Vectoriales
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<=) Por hipétesis tenemos que si se cumple (i), (ii) probaremos que (w,+,k,.)
es un‘espacio vectorial.

A x+y=y+x ¥Wxy ‘eWe#toseveriﬁca,puesx,y eWcV yenVse
icumple 4.

Ay (x+y)+z= X+ (y +2), V x,y,ze W, esto se verificapues x,y,z e Wc 'V
y en V se cumple 4,.

A;: VxeW, 30eW tal que x+0=0+x=x,

En efecto x e W' = ‘(-1)x =-x € W por (ii) entonces x+ (-x) =0 € W
por (i)

Ay: VxeW, 3(x) e W tal que x + (-x) =0 en virtud de (i), (ii).

En forma similar se puede verificar que (W,+k,.) cumple las condiciones

restantes de espacio vectorial.
¢) EJEMPLO DE SUBESPACIOS VECTORIALES.-

Sea (R®+R,) un espacio vectorial, averiguar ;Cual de los siguientes sub

conjuntos son sub espacios vectoriales?
a) W={(x,y,z)eR3/2x+y—z=0}
Solucién
| i) W=#d¢ puestoque (1,-1,1) e W verificar2(1)-1-1=0
i) (x,p,20 (20,5, 2) €W = (%1, 01, 2) + (%3, 2, 22) €W

(por verificar)
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Si {(xl,y, Sl sumando

le +y‘ —Zl =0
(x3,¥,2,) €W

2%, 4y, -2, =0
25 +x)+( + ) (2, +2,) =0
=2 (XX, Y1+ Y2 +2)EW
= (0, 012)+(x2,92,22) €W
ili) Sea A eR, (x,y,2) € W = A(x,y,2) € W, por probar:
Si (xy,2)eW = 2x-y+z=0
AM2x—y +2z)=NM0)
2(Ax) - (Ay) +(A2) =0
= (AxAy,Az) e W
= AMxy,z)eW
Luego de (ii), (iii) se concluye que W es un sub espacio de R®.
b) W={(xyz)eR /x=z)
Solucin
i) W=¢ pues (1,0,1) e W
i) (x,,2)(%2,02,2) €W = (1, 91,20+ (33, ¥3,2,) €W

(por verificar)

. W P2
Si (xpyhzl)e ki { 1 1
(X3,72,2) €W

sumando

Xy +Xy =2y 42y

©)

= (x+xy, y +yy, 21 +25)eW
2 F 1, 21) +(xp, ¥5,2,) €W
iii) Sea A e R, (x,y.2) € W = A(x,y,2) € W' (por verificar)
Si(xy,2)eW = x=1z
Ax = Az
= (MAYAZ2)eW = Axy,z)eW
por lo tantéWes un sui) espacio de R>.
W={(x,y,2)e R’/ z=x+2}
Solucién
i) W=#¢ puestoque (1,23) e W
i) (x,01,20:(%2: Y2, 22) €W = (x;,91,21) +(x3,¥2,2,) €W

(por verificar)

s Vi /4 zZ =X +2
Si {(xl n.a) € = { : , sumando

(%3,¥5:2,) €W 2y =Xy +2
Zy+2Zy =X +Xy +2+2
= (+x3,) +y2.21+2,) €W
= (pypn)+H (0, 02,2,) W

Por lo tanto W no es un sub espacio de R>.
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iii) Sea A e R, (x,y) e W = A(x,y) € W (por verificar)
d W={xy2)eR/|x|=|y])
Si(x,y)eW = xeZ
Solucién

i) W=¢ puestoque (1,-1,4) e W

= Ax ¢ Z por ejemplo A=%, %ez

i) (0, 21,20),(x2,¥2,22) €W = (%, 31,2 + (%2, Y2, 22) €W Por 1o tanto W no es un sub espacio de V.

Q) Sea V={(x,»)/x,yeR =R*y W={(x,y) e R*/%+y=0} probar que W

sumando

Ia)eW x\=
Si {(Jﬁ Ns21) ' {| =Inl

(X3, ¥2,2) €W 1% 1=15| es un subespacio de V.

[x) [+]x5 =]y [+ y2 | Solucién

| X, + %, |#| ¥, + ¥, | por desigualdad triangular ) W #¢ puestoque (0,00 e W = 0+0=0

= (X, +X3,¥, + V2,2, +2,) € W por definicion de W if)  (x,0)(x3,02)€W = (x,y)+(x3,y,)€W (por comprobar)

= (3,2 + (%, 2,2,) €W . ) ew xn+»=0
Si sumando
(X3, 3,)eW X+, =0

Por lo tanto W no es un sub espacio de B
(x+x)+(y; +y2)=0

@ Sea ¥ = R? un espacio vectorial sobre Ry W = {(x,y)/x € Z} ;W esun sub

espacio de V2 = (xl +X2, 01t ) ) eWw por definicién de W "’,:‘j‘

Solucién
i) W=¢ puestoque (22)eW, ae R

= (%, )+ (x2,y;)e W secumple

: iii) AeR (xy)eW = Axy eW
i) () (x,) €W = (3,0 +(x;,¥,) €W (por verificar) ‘
Si(xy)eW = x+y=0

. |G )eW xeZ
Si {(?‘2’)’2)6"’ iz sz = Ax+Ay=0
Xpdxi 82 = (Ax,Ay) € W por definicién de W

= (X, +%,,y +¥,) €W por definicién de W = Mxy) eW

= (x;,91)+(x3,y5) €W secumple por lo tanto W es un subespacio de V.
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Sea V ={(x,y)/x,yeR}=R*'y W ={(x,y) e R? / x+y =3} probar que
no es un subespacio de V.
Solucién

i) W #¢ puestoque(2,1)e W = 2+1=3

i) (0 (x,)eW. = (x,3)+(x3,y,) € W (por verificar)

+y =3
si {(x"y‘)ew ) {x‘ MR = b

(X, 7)) €W Xn+y, =3
(x; +%) ¥y, +y,)=6%3

= (X, +x5,y;+y,)eW pordefinicion de W

= ()t 0) W

por lo tanto W no es un subespacio de V.
@ Demostrar que el conjunto W = {(x, y) € R?/y=mx} es un subespacio de R? -
Solucién |
i) W #¢ puesto que (0,0) e W yaque 0=m(0)=0

i) (py))xgsy)eW = (x,)+ (X2, y)eW

(por probar)
W = mx .
Si (x1,31) € = o " sumando
(x2, )W Y2 = mx,

yi+y, =m(x; +x3)

= (% +x3,y+y,)€W por definicién de W

= (x,y)+(x, )W

i) LeR, (xy) eW = Axy)e W._ (porprobar)
Si (x,y)eW = y=mx
= Ay =m(Ax)
= (Ax,Ay) € W  por definicion de W
= Mxy)e W
por lo tanto W es un subespacio de R?.

NOTA.- W geométricamente es el conjunto de rectas en R? que pasan por el
origen de lo cual se puede afirmar que toda recta que pasa por el
origen es un subespacio vectorial.

Sea P[x] el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a tres,
indicar si el conjunto W = {peP/ p(2)=p(-2) = p(0) = 0} es un subespacio de P.

Solucién
i) W #¢ esinmediato
ii) Sip,qeW = p+qeW (porprobar)

, ' D= p(-2) = p(0) & 0
& {peW {p() p(=2) = p(0) SRR

qew q(2)=q(-2)=q(0)=0

P(2) +q(2) =p(-2) *+ q(-2) = p(0) + q(0) =0
P+ =@+9(-2)=/p+q)0)=0
= ptqeW pordefinicion de W

ili) AeR, peW = Ape W (porprobar)
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sumando

SipeW = p2)=p(-2)=p0)=0 &t {feW {f(a+b)=f(a)+f(b) A f(Aa)=Af(a)

geW gla+b)=g(a)+g() A glda)=ig(a)

= Ap(2) = Ap(-2) = Ap(0) = A0
= (Ap)0) = (Ap)(-2) = (Ap)(0) =0 flatb) + g(atb) = (fla)+8(a)) +(f(b)+e(b)) A f(Ra)+ g(Aa) = AMf(a) + Ag(a)
= Ap € W por definicién de W. (f+g)(a+b) = (f +g)(@) + (F+g)a) + (f+ g)(b) A (f+g)(ha) = A(f+ g)(a)
= f+geW por deﬁnici(’ni de W

por lo tanto W es un subespacio de P.
@ Sea P[x] el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a i), Me Ry fe W iy A Sar@ar prpbas)

indicar si el conjunto W = {p € P/ p(0) = 1} es un subespacio de P[x]. Si feW = flatb)=fa)+f(b) A f(da)=Af(a)

Solucién = af(a+b)=af(a) +af(b) A af(ia)= a(rf(a))

i) W #¢ esinmediato = (af)(a+b)=(af)(@) + (af)(b) A A(af(a)) = A(af)(a)

ii) SipgeW = p+qeW (por probar) entonces af € W por definicion

. |pEW p0)=1
Si {qu =5 {q(0)=1 sumando

p(0) +q(0) =2
P+0)=2#1
= ptqe W pordefinicion de W

por lo tanto W es un subespacio de F.

@ Sea V=C={f/f:R— E es continua} y consideremos los siguientes:

M={feC/[f(t)dt=0} ; %={feC/£f(z)dt=1}

por lo tanto W no es un subespacio de P[x]. averiguar si los subconjuntos W y W, son subespacios de V.

Sea V = F espacio vectorial de todas las funciones de variable real, averiguar si. Solucién

el conjunto definido por: W = {f € F/f(a + b) = f(a) + f(b) A f(Aa) = M‘(a)}‘

es un subespacio de V.

Analizando al conjunto W, .

Solucién
i) W, #¢ puestoque W, cV

i) W #¢ puesto que la funcion cero pertenece a W
ii) f,geW, = f+geW, (porprobar)

ii) fgeW = f+geW (porprobar)
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. I f@)de=0
Si {f e:? ' sumando
gEW, .[ g()dt =0 ! ! ?

I f(@)dt + .[g(r)d_: =0

_[ (@ +g)i=0 -

I(f+gXt)dt=0 = f+geW,
ii) LeR, feW, = M eW, porprébar

Si feW, = _[f(z)dz:ﬂ
= 2 _[ F(t)dt = 2(0)

aip ‘[(Af)(t)dté() = M eW,

por lo tanto W, es un subesﬁaéio de V.
ahora analizaremos al conjunto W, .
i) W,#¢ puestoque W, cV

i) f,geW, = f+geW, (porprobar)

4 {fe W,
Si
gEeW,

Wspacios Vectoriales

If(t)dt=l

sumando

‘[g(t)dt =1

ff(t)dt h fg(t)dt =2

‘[(f+g)(t)dt¥2¢l = f+geW,

por lo tanto W, no es un subespacio de V.

Sea ¥V =R™" el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden nxn

sobre el campo R, definimos los conjuntos:

T={4eR" /a; =a

Yii}phil S={A€R™ lay =-a,, Vi, j}

jis

Determinar si los conjuntos T'y S son subespacios de V.

Solucién

Analizando al conjunto T.

i) T #¢ puesto que la matriz nula es un elemento.

i) ABeT = A+BeT (porverificar)

‘|

AeT
BeT

a.:. =aq
M i,j sumando
by =by,

a‘j +blj =aj'~ +bjl
= [a;+b]eT = [a,]+[b,]eT

=2 s ArkBie'T
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iii) AeR AeT = ALAeT (porverificar) = [4a;]eS por definicién de S

SiAeT = a;=a;, Vij = Ala;leS, de donde ALAe€S

= Jay=la;, Vij por lo tanto S es un subespacio de S.
Jis 3
Sea V ={f/f:[0,1]] > R} un espacio vectorial real y. sean
= [4a;]eT por definicién de T @ e
T={feV/f(0)+f(1)=0} y H={fe V/{f(x)=0}
= Alay , dedonde LAeT : ¢ g (X
ylal, Sedonds YA« Determinar si los conjuntos T y H son subespacios de V.

por lo tanto T es un subespacio de V. Solucién

ahora analizaremos al conjunto S. Analizando el conjunto T.

i) S #¢ pues contiene al vector nulo. i) T =¢puestoqueTcV

i) fgeT = f+geT r verificar
i) AABeS = A+BeS (porcomprobar) b A (po )

V'ij sumando

Si {fGT fO)+fM=0
1 =
geT g(0)+g(1)=0

f{0) + g(0) + f(1) + g(1)=0
(f+g)0)+(f+g)1)=0

BeS b.=-b

A S Q;; ==—q4,;:
Si { . = { : Y Vij sumando
Y Ji

a; +b; =—(a; +bﬁ) :

= [a;+b;]eS por definicion de S = f+geT pordefiniciéon de T.

= [a;)+[b;1eS iii) LeR, feT = AfeT (por verificar)

= AtBeS Si feT = f(0)+f{1)=0
= Af0) + Af(1) = A(0)
= (AH0)+ A1) =0

= AfeT pordefiniciondeT.

ili) LeR, AeS = AAeS (porverificar)

SiAeS = a;=-a;, Vij

= Aa;=-da;, Vij por lo tanto T es un subespacio de V. A a
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Ahora analizaremos el conjunto H.
i) H #¢ por lo menos contiene a la funcién cero.

ii) ffgeH = f+geS porverificar

Si {f e = {f(x) i sumando
ges g(x)=20
fix) +g(x) 20

(f+g)x)20
= f+g € H pordefiniciéon de H
iii) LeR, feH = AfeH porverificar
SifeH = fix)20
Af(x)20 si A>0
Afx)<0 si A<0, dedonde AfgH
por lo tanto H no es un subespacio de V.

Si V = F conjuntos de todas las funciones definidas en R. demostrar que
conjunto de todas las funciones f que satisface la ecuacion diferencia

f"(x)+5f(x) =0 es un subespacio de V=F.
Solucién

Sea H={feV/f"(x)+5f(x)=0}

Probaremos que H es un subespacio de V

i) H=#¢ pues contiene a la funcién cero.

ii) fgeH = f+geH porverificar

sumando

o {feH S'(x)+ f(x)=0
1 =
geH g'(x)+g(x)=0

(") +g"(x)D+(f(x) + g(x) =0
(f+8)"'(X)+(f+g)x)=0
= f+geH por definicion de H.
iii) AeR, feH = AfeH por verificar
Si feH .= f'(x)+f(x)=0

= ")+ ()= 4(0)

= @+ =0

= AfeH pordefinicién de H

por lo tanto H es un subespacio de V.

Sea
donde a,b son reales cualquiera es un subespacio de V.

Solucién
b
Sea H = {[“ ]/a,b eR)
b a
Probaremos que H es subespacio de V.

i) H=#¢ puesporlo menos tiene a la matriz nula.

ii) ABeH = A+BeH porverificar

V=R*? ¢l espacio vectorial de todas las matrices de la forma [Z

b

a

)
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[a b
(b a

(¢ d
[ dt e

A
=[ ﬂ]eH = A+BeH por definicién de H.

$a

iii) AeR, AeH = LA eH porverificar

8f AvelH = A=[:

_|a+e b+d
“|b+d a+c

4

b' a'

Por lo tanto H es un subespacio de ¥ = R**

reales, analizar si el conjunto

subespacio de V.

Sea V = {f:[0,1] — R/ fes una funcién} el espacio vectorial de las funcion es

W={feV/f(%)__.f(o);f(1)

Solucién

At P8 Pl Y Bkie ). pardesinicion de H
Ab Aa

} es un
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1

£

Si {fez = 12
g€ 26)

_JO+ /(D)
2

_20)+g@)
2

1 h, |
f(;) 1 g(‘z')

vk
(f+g)(5

sumando

2

SO+ /(1) g0)+g1)

2

T (f+g)0)+(f +g)1)

2

= f+geW pordefinicién de W

ili) AeR feW = AfeW .por verificar

Si feW = f(%)=

1
Af (5) =

1
af )(5)

SO+

2

AfO)+4f()
2

2

(AN +(Af XD

= Afe W pordefinicion de W.

~ Porlo tanto W es un subespacio de V.

Dado el espacio vectorial

(R*+,R,)

investigar si

4
S= {(Jcl,ch,Jr3,x4)eR4 /Zx,- =1} es un subespacio de R*.

i=]

i) W =% ¢, puesto que contiene por lo menos la funcién cero.

ii) f,geW = f+geW porverificar

Solucién

i) S=#¢ puestoque(1,0,0,0)eS

el

conjunto
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i)

Analizar si W es un subespacio de R’ en cada uno de los siguientes casos:

a)

©)

e)

f)

X =(x,%3,%3,%4), Y=(01s¥2: 73, V4) €S = x+yeS$

por comprobar si se cumple

(4
San
.| X=X Xp,%3,%4) €S -
Si { 19525 %35%4) . <'4l sumando
Y=(0,00,03.74) €S
S
(- f=1 A

4 4

in+2y,- =1+1

i=] i=l

4
D r)=251
i=1'¢

= (g +yX+Hye, X3y Xs+y,) €S
= (X%, x3,%) + (11, Y25 V3,4 ) ES

= x+y ¢8, porlo tanto S no es subespacio de 2

d) EJERCICIOS PROPUESTOS.-

W={(x,y,2) e R I x=2)} b) W={(xy,z)eR /x<ys

W ={(x, y,2) e B 1y %0k M =y, )ER 1=yl

W={(x,y,z)eR3/x=y3}v

W ={(x,y,2) € R® [ kyx+ky +k32=0, k; € R}

Espacios Vectoriales : 149

Consideremos ‘S = {(x, v) € R? /x> y}, investigar si S es un subespacio de

(R* 4,R,)

Consideremos el espacio vectorial (R2 +R,.) y los subconjuntos
W={(x,y)e R* PR xy Yy P =L (0 ) e R*/y=x+1}" averiguar si son

subespacio de R’

Determinar si los siguientes conjuntos son subespacios de R”.
T={(x,y)eR* (x-y)* =(x+y)’} ; S={x) R /§+;= '_Y_%}
Determinar si los siguientes conjuntos son subespacios de R?, donde;

a) W={(xyz2)eR’/z=0} b) W={(x,y,2)eR’/z=3x+y}
o) W={(x,y,2)eR/Ix=z.n y=3}.

d) W={xy2)eR /x+3y+z=2}

n
Probar que S ={(x,x,,...,x,)€R" /Za,-x,- =0, a; €R} es un subespacio

de R".

Demostrar que el siguiente subconjunto, definido en la forma;

S={(x,y,z)€R>/x+y-2z=0 A x+2y+3z=0} esun subespacio de R,

Considérese el espacio vectorial (R3,+, R,.) analizar cual de los siguientes

conjuntos son subespacios de R’ .
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a) S={(x,y,2)eR’/x=y+z} b)) W={xp,2)eR /|x+z|=

©) H={(x,y,2)eR>/xz=0}

Sea V=R® ={feRF / f: R — R} espacio vectorial sobre R:

a) Probar que W = {f € V/f es acotada} es un subespacio vectorial de V
b) Probar que W = {f € V/f(-x) = f(x), ¥ x € R} es un subespacio de V

¢) Probarque W= {f e V/f(-x) =-f(x), V x € R} es un subespacio de'

d) Probar que W = {f € V/fes continua} es un subespacio de V.

(Cual de los siguientes conjuntos dados son subespacios de R” (n > 3)?

a) W ={(x;,x;,..%,)€R" I x, >0}
b) W ={(x,x5,.,x,)€R" / x; +3x, = x5}
TR A (E o 2o i 0 SR A

Analizar si W ={(x,,x,,...,x,)€R" / x, € Z} es un subespacio de R".

Sea V =M,,,(R) espacio vectorial de matrices cuadradas sobre R y §

W) ={la;le M, (R)/ay +ap =0}, W, ={la;le My,(R)/a), +ay,

Demostrar que W, y W, son subespacios de V.

Dado el espacio vectorial ' (M5,, (R),+;R,.). Diga Ud. si los siguie

b
subconjuntos: S={4deM,,,(R)/ A4 =l: ab } a,b,c € R}
-b ¢

1 : i
T={AeM,,(R)/ A= [g -(f;a], a€ R} . Son subespacios de M, , (!
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Analizar si los siguientes subconjuntos de R* son subespacios de R*.
S={(x,y,z,u) e j, by e +y2 b3 Sl 7 0}

T={(x,y,z,l,l)eR4 [2x—y=u.v x-2y=2z}

Determinar si los siguientes subconjuntos de R* son subespacios.

T ={(x;,%,,X3,x4) € R* / por lo menos en x; es cero}

S ={(xy,x5,%3,Xx4) € R4 eyxigm}

Demuestrese que los siguientes subconjuntos de R* son subespacios.

a) W={xyzt)eR*/x+y=0, z-t=0}

b) W={xyzt)eR*/2x+y-t=0 , z=0}

Analizar cuales de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de K.
a) W={(x,y,z,u)eR4 TSN i X ks

b) W={(x,y,z,u)e R* /x> +y? +u’ =0}

Sea V = {f: [a,b] & R/ f es continua} el espacio vectorial de las funciones

continuas analizarsi S={feV/ J: f(x)dx =0} esun subespacio de V.

Demostrar que (S,‘;,R,.) es un subespacio de R™" | siendo S el conjunto de las
matrices triangular superior.
Sea el espacio vectorial (RR,+, R,.) donde RR ={feRR /fiR—>R}.

Averiguar cual de los siguientes subconjuntos de R® son subespacios

vectoriales.
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a) W ={feR®/f(0)+f1)=0} by W={feR"/f(0)=f(
) W={feR*/f(x)20}

d W={feR*/f(x*)=(f(x)7}
e W={feR*/fB)=1+f(-5)

Demostrar que S ={(z,w)e C*>/Z =iw} esun subespacio de (C? +, C,)

nimeros complejos sobre el cuerpo de los reales, investigar si los siguie

conjuntos son subespacios del mismo.
a) S={(zu)eC’/z*+u? =0} b) S={z.u)eC?/z+2uekh
¢) . S={(z.u) e C* /Re(z) = Re(u)}

d) S={zu)eC’/Im(z)=0 A Re(z-u)=Im(z)}

- —
Sean Vi 'y Vo . dos vectores en .R>. Demuestre
- =

— >
H={V/V=aV,+bV,; a,be R} esun subespacio de R’

- —> — :
Sean . V| , V5 ,....¥, | vectores arbitrarios en un espacio vectorial en V.

- - =3 i
H={VeV/V=aV+aV,+..+a,V,; a,a,,..a, € R} Demuestre que;

es un subespacio de V.

Sea H={(x,y,z,w)eR4/a.x+by+cz+dw=0} donde a, b, ¢ y d son numer¢

reales no todos nulos. Demuestre que H s un subespacio propio de R* (a H 8

le conoce como un hiperplano en R*).
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Sea H ={x,%,,...,X, € R" layx; ¥+ a;%, +...+ a,x, =0} 'donde ay,a,,....a, son
numeros reales, no todos nulos. Demuestre que H es un sub-espacio propio de

R™ (a H se le conoce como un hiperplano en R" ).

Si A es una matriz de orden nxm y H = {x € R" / Ax =0} Demuestr que H es

un subespacio:de:R™ (a H se le conoce como el nucleo de la matriz A).

Indicar si los siguientes subconjuntos son o no subespacios vectoriales de los

espacios vectoriales que se indican en cada caso.
a) W={(x,y)eR*/x20 e y>0} de R?

b) W={(x,y,z)eR* /x> +y* —2=0} de R

¢) W={(x,y)eR?/e"+y=0} de R’

Rpta. No son subespacios vectoriales.

OPERACIONES CON SUBESPACIOS.- I

a) INTERSECCION DE SUB-ESPACIOS.-  Sea {S,},.; una familia de
subespacios del espacio

vectorial (V,+)k,.), a la interseccion de dicha familia de subespacios

denotaremos por S = nS,- 3

TEOREMA.- La interseccién de toda familia {S;},., de subespacios del

espacio vectorial (V,+,k,.) es un subespacio de V.

Demostracién

Sea §= ns,. la interseccion de la familia de subespacios de V.

i=1
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Probaremos que (S,+.k,.) es subespacio de (V,+k,.) Ejemplo:-  En el espacio vectorial (R? -+, R, consideremos los subespacios

t
. { ] ‘ T={(xy,z2)eR>/z=0 H={(xy,z)eR /x=0}, la
i) 0eS,, Vi por ser subespacios de V entonces OenS,:S 1 t5,2) by ey

i=t | interseccion de estos subespacios es: TmH={(x,y,z)eR3/x=0 Az=0}

definicién de interseccion de donde S # ¢. esto significa que los puntos genéricos de T A H es (0,y,0) es decir

TAH={0,y0eR>/ yeR}=eje ¥
ii) x,yeS:ﬂS,- = x+yes=nsi porprobar

i=1 i=1

SixeSAyeS = xensi A yenS,.,Vie[
) i=1

=2 ,.xe85, A yeS§;, Viel CTnH

<4

= _ x+yeS;, Vi por ser subespacios

= x+yenS,. =8 definiendo N

i=1

i lo.- W esunsubespaciode V <
Luego x+yeS Ejemplo p

i) 0eWW=¢)y
i) xek,xes=ns,. 4 /lxeS=nS,. por probar

i=| i=]

jii) vweW = avtbweW, Vabek
Si xeS= ﬂs,. , Vi = xeSu(Vi,_ definiendo. Solucién
i=1

o i1 5 By 00 gEF HBeRRacias =») Como W es un subespacio de V.= 0 € W por que todo subespacio
| | ‘ contiene al cero v,w € Wy abek = ave W, bw e W (porla
= . g ns, — S definiendo

i=l

condicion (ii) de subespacio) entonces ay +bw € W.

porlotanto Ax € S i 8]0
-, se cumple (i), (ii)

Luego §= nS,. es subespacio de V

i=l

<) Supongamos que W cumple i) yii) =
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i) 0eW = W=, SivyweW = v+tw=lvt+tlweW por("

vtweW

SiveWyliek = Av=Av+0veWpor(ii) = AveW

Luego W es un subespacio de V.

Ejemplo.- Sean Uy W dos subespacios de un espacio vectorial V= U '
es también un subespacio de V. :

Solucién
Como U y W son dos subespaciosde V. => 0 € U y 0 € W (por que tog Tenemosque xe T = xeTuwH
subespacio contiene al-cero)
y el J=-tyedPa il

= 0<UNW . (O
1 pero x+y ¢ TUH

Sean vwe UNnW = vwelU A vyweW . : 4
con el cual se tiene que T U H no necesariamente es un subespacio.

= avtbweU A av+bweW, Vabek

¢) SUMA Y SUMA DIRECTA DE SUB-ESPACIOS.-
puesto que U y W son subespacios
DEFINICION.- Sean W, y W, dos subespacios de (V,+k,.).

+b UnWw, lo tant
= autbwe pat 101anto Se llama la suma de los subespacios W, y W, al

U N W es un subespacio de V. conjunto definido por:

b) UNION DE SUBESPACIOS.- W=W +W,={xeV/Ix=x+x,, x, €W} A x,€W,)}

o ER G ¢ son dos subespacios de (V.+k,.) entonces T U H

necesariamente es subespacio de V, esto la ilustraremos con el siguient

TEOREMA.- La suma de dos subespacids de (V,+k,.) es un

subespacio de V.
ejemplo, consideremos el espacio vectorial (R*+,R,) y los subespacio '
' Demostracién

T y H que se muestran en la figura.
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Sean W, y W, dos subespacios de (V,+k,) debemos probar ¢
W =W, + W, es un subespacio de V '

i) Que W ¢, pues
0OeW, A 0eW, = 0+0=0¢e€ W, +W,
= 0eW => W=¢
ii) Si x,yeW=W,+W, = x+yeW=W +W,

L |xeW =W +W, .l {x=x|+x2, x €W, A x, cWyl
i
yeW =W +W, Y=Nh*9, WEWA v, €Wy

x+y=(x;+y)+(x2+ ), x+y, €Wy A x4y, €W,
porlotanto x+yeW =W, +W,
iii) Lek, xeW=W,+W, = AxeW=W +W,
AekAXeW = Lek A x=x,+x,, X eW] A Xy €
= Ac=Ax+Ax,, Axle‘W, A Ax, €W,
= ‘Aer=W,+W2
Luego W =W, +W, es un subespacio de (V,+.k,.)
Ejemplo.- Enel espac:,ip vectorial. V(R3 +R,.) considergmos los subespacios
W, ={(x1.0,2,) € R / x1,2) € R} y W, ={(0,72,22) € R* / 3.2, € R}

entonces el subespacio suma:
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Wi= W, +W, ={(x,y;2) € R (x, W 2)=(2.0,2))+(0, vy, 2,) €W,

(x,0,z)eW, y (0,y,,2,) e Wy}

es decir ‘que estd formado por todos los' términos de la forma

(x,3,2) = (%, ¥5,2, +2,) es déciriquities R’ luego W =W, +W, = R’

X/
DEFINICION.-  Sea V un espacio vectorial sobre k, W, y W, dos

subespacios de V, diremos que V es la suma directa de
W,y W, si:

) V=W W, i)y W,AW, =6

y‘denotaremos por W, ®@W, =V . En resumen:

!i="", @}Kz "—f{u‘_;l,:y/’ueg’l‘_ A v}eszr} y W, nW, ={6}

En general V =W, ®W,
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Ejemplo.- En (Rt R consideremos los

que R> =W, ®W,.

Solucién

i) Todo elemento (x, y) e R? se puede expresar como :

O, yys (EL2 "”)+(";y,y"‘)

- 2

es decir: R? =W, +W, obsérvese que

- + - =X
(L Sty ("zy,lz—)ewz

2 2

ii) Ahora probaremos que W, "W, ={(0,0)} como {(0,0)}cW; N

siempre se cumple

sea (x,y)eW,nW, = (x,y)eW, A (x,y)eW,
B YSX A Y=

dedonde x=y=0 = (x,y)€ {(0,0)}

.

Luego W, nW, < {(0,0)} W, N W, ={(0,0)}

por la parte (i), (i) y la definicion se tiene: R = W, W,

Ejemplo.-  En (R2,+, R,.) consideremos .. los subespaci

Wy={(x,)€R> | y=0} 'y Wy={(x,y)eR?/x=0} proba

que R> =W, ®W,.
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Solucién
i)  Probaremos que R? =W, +W,
para esto, todo elementos (x, y) € R?, se expresa como
(x,) = (x,0)+ (0,y) se observa que:
RE=W,+W, "y (x0)€W, A (0,9 eR>
i) Sea (x,y)eW,nW, = ((x,y)eW, A (x,y)eW,
=20iym0 A x=0
= (xy)=(0,0)
de donde W, nW, ={(0,0)}
por lo tanto de (i), (ii) y la definicion R> =W, ® W,

Ejemplo.- En (R3 +R,.) consideremos los subespacios
W, ={(x,y,2)eR*/y=0} y W, ={(x,y,z2)eR* /x=2=0}.

Demostrar que R> = W, &W,.

Solucién 4
i)  Todo elemento (x,y,z)eR’se puede expresar como
(x,,2) = (x,0,2) + (0,y,0) dénde (x,0,2)eW, A (0,y,0)eW,
R =W, +W,

ii) Sea (X9y,z)eW]ﬁW2 T (x»y,z)GWI AR (xsy’z)EWZ
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Ejemplo.- En

i)

ii)

b ’ W
i

por la parte (i), (ii) y la definicion.

= 02)=(0,y,00 = x=y=z=0
(x. Py di, (x,0,2) = (0,y,0) y

Luego (x,y,2) =(0,0,0) = W,nW, = {(0,0,0)}

R3 =Wl®W2

(R 3 4+ R,.) consideremos los
W, ={(x,y,2)eR> /x=0} y
LR =W, om,?

Solucién

Todo elemento (x,y,z) € R? se puede expresar como

(%, y,z)=(o,y,§)+(x,o,—§-) donde R® =W, +W,

Sea aeR® = a= (x,y,z) de donde

aeW,nW, = aeW, A aeW,

z
a= (O’ Vs E)
de donde

, {aer

Si ko
a=(x0—

( 2)

aeW,

z z
0,y,=)=(x,0,=) . = x=y=0,z=2
(0, 2) ( 2) y

Luego a=(0,0,2)=2(0,0,1) = Vz#0

a#(0,00) = W, AW, #{(0,0,0)} porlotanto R’ =W, ®W,

subespaci

W, ={(x,y,2)€R> | y =|

i)

ii)

Ejemplo.~ iSea "V ={f/f:R~>R} ‘el espacio vectorial de' todas las

funciones 'de Rien R.“Seaiw V,={feV/ f(-x)= f(x)} el

subespacio de todas' 1las funciones pares y

Viz{f eV /! f(=x)=~f(x)} ‘el subespacio de todas las

funciones impares. Comprobar que ¥ =V, ®V,

Solucién

Debemos probar que ¥ =V, +¥;, esta condicién se cumple del hecho

que cualquier funcién de R en R se puede expresar como:
1
F@ =S @+ ]+ 51/~ (-)

donde %[ f(x)+ f(—x)] es una funcién par, y %[ f(x)— f(-x)] es una

funcién impar. Porlotanto V =V, +V;

Probaremos que ¥, nV; = {6}

Sea feV,n¥, = fe¥, A feF,

= flx)=1(x), YVxeR A f(x)=-f(x), VxeR
= 2f(x)=0, VxeR = f=0
por lotanto V, nV; = {6}

Luego de (i) y (ii) y la definicion V =V, ®V;
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Ejemplo.- Sea V={d=[a;],,/a; €R} el espacio vectorial de

i)

ii) Demostraremos que U "W = {0}

matrices cuadradas sobre el campo R y consider

U={AdeV/A=4"'}, el espacio de las matrices simétricas
W={4eV/A=-4"} el subespacio de las matric
antisimétricas. Demostrarque V=U® W

lucié

Demostremos que V=U+W

Sea A una matriz arbitraria de orden n, a la matriz A es posible expres

como
a=Laraye - an

2 2
donde probaremos que —;—(A+A’)eU y -;—(A—A’)EW es decir
[ (A+ A =4 +(A) 1= 245 4)
2 2 2

1 t . A 1 vy

Luego 5—(A+A ) es simétrica. = 5(A+A yeU

1 r(__l_ r_:1=_l_1
[5 (Aot )= S 4 AP Ixgtd <L)

Luego —;—(A — A") es antisimétricas = %(A —~A") e W de donde V =U+W
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Sea AeUnW = AeU A AeW

mes ) A UG I Y4 = el
= A=0 Luego UnW = {6}

Luego de (i) y (ii) y la definicion: V=U®W

NOTA.-  Extenderemos la definicién de la suma de subespacios al caso en que
n>2.

DEFINICION.- La suma de los subespacios W, W,,....,W, de (V,+k,.)es el

conjunto

n n
W =W, Wi+ Wy =ZW,. ={er/x=in KR W)

i=l i=]

Luego resulta que W = ZW,- un subespacio de (V,+k,.) ademas, si tales
i=1

subespacios son disjuntos dos a dos, 6sea i#j = W, "W ={6} entonces

diremos  que W es la suma directa de ellos, y escribiremos
W=wew,ew,®.0w,

TEOREMA.- Sean V un espacio vectorial sobre k, V| y ¥, subespacios si

y sélo si para todo a € V, se puede expresar de modo tinico en

la forma @ =a; +a, donde a; €V} A a, €V;.

Demostracion

=) Supongamos que V =V, EB‘VZ = i) ¥V=V+V,, ) V,nV, ={0}
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Sea ael,+V, = 3ajeV; A ayel, talque a=a + i) Us={(xy,2)eR Ixsp+2=0y; W={(00,2)&R>/2€R)

deseamos demostrar que @ = + @, donde a; €V, A a) eV,
Sea aeR® = a= (x,y,z) que se puede expresar como:

= o ta,=a+a, = a,-—a =a,-a
: - 4 2 ; ! g 2 az(’(,yvz):(x’y,‘X—)’)+(Oa0,X+y+Z)yC°m0

como a,,a; €V, = a,—aj eV, (pues ¥, esun subespaciode %y, -x-y) €eUA(0,0,x+y+2) e W niteice S L) B

a,a; €V = a;-a, €V, (pues ¥, es un subespacio de V) SeaaeUNW = aeUA aeW = x+y+z=0A x=y=0

= lay=ar=0" AN ay-ay =0 asal A ay = ay = 0+0+z=0 = z=0

Luego a €V =V, +V, tiene una representacion tnica. O AR W U

RP=U®W
<) Sea aeV = a=a +a, donde g, €V, A a,€eV, esto

representa de modo tinico, i) V={xy2)e RY/x= zy y W={(0,0,z2)e RY/ze R}

v=v+0 donde veV, A 0€¥, A v=0+v donde sea aeR? = a=xyz2)=xyx)+(0,0z-x)

0OeV, A veV, = como una suma para v es Unica = v = 0 = donde (x,y,z)e V A (0,0,z-x) € W entonces R¥=V+W

ViV, = {0} ‘entonces ' ¥ =¥, &V; SeaaeVNW = aeV A aeW dedonde

Ejemplo.-  Sean x=z A x=y=0 = x=y=z=0

U={(x,y,z)eR3/x+y+z=0}, V={(x,y,z)eR3/x=z} ; -entonces a = (0,0,0) luego VN W= {(0,0,0)}
L R=vew
W ={(0,0,z) € R’ / z€ R} sub espacios de R,
iil) U=s{(x,y,2)eR*Ix+y+z=0}yV={(x,y,2)eR?/x=1z}
Probar que i) RI=U+W i) R =V+W. ii) R*=U+V
) ; Sea aeR® = a=(x,y,2)=(0,x - z,z—x) + (x,y - x +2X)
JRP=USW? (RP=vew?  RP=UeV?

. Doﬁde 0x-2zz—-x) eU A (xy-x+zx)eV
Solucién

Entonces R>=U+V
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SeacaeUNV = aelU A aeV DEFINICION.- Diremos que el vector v € V es una combinacion lineal de

RS St et los elementos de A, si existen escalares a,,a,,....,a, €k,

ok y B0 &>y 2x tal que V~Za,v,, vied"

como o = (X,y,z) = (X,-2x,x) = x(1,-2,1)

Vx#0 = a#(0,0,0) = UnV=z{000)} Ejemplo.-  Sea (R”+ R,) un espacio vectorial, expresar en cada caso, si

por lo tanto RR2UBV es posible, el vector v.como combinacién lineal de v, v, donde:

1) v=(\/5,—l), v =(J§,2)a Vs =(—J6’2)

Ejemplo.- Supongamos que U, V y W son subespacios de un espaci

vectorial, probar que: (UNV)+UNW) c Un(V+W) ! 7
. ; Solucién
Solucién | —_——

(U Ve W (oY S UV & | el Wi v_es combinacién lineal de v, y v, si existen o, B € R tal que
v=av, + fv, Osea

sea ae(UnV)+(UnW) = JueUnV.yveUnW/a=u+v |

(2,-1) = a(¥3,2)+ B(~6,2)

uelUnV uelU AuelV
como { { =y e AR TR v e Vit

=4
veUnW veU AveW

(\/2_-,—1)=(\/§a-—\/—6-ﬂ, 2a+2p) dedonde
g 22-V6
.{\/Ea—xfgﬂ=~/§ Bt 2(v3 ++/6)

2a+28="-1 e 222-3
2(3+6)

= u+velU n (V+W) = aeUn(V+W)

dedonde (UNV)+UNW)cUn(V+W)

[39. COMBINACIONES LINEALES.-|

DEFINICION. Sea (V,+k,.) un. espacio vectorial y A # ¢ donde

iy 1 ‘. Luego el vector v se puede expresar como combinacion lineal de los
A={v|,v,,..,v,} cV una familia o conjunto de vectores

) vectores v, y v,.

de V, llamaremos combmacwn lmeal de e]ementos de A, a todo vector de 1a
23 W e :t: ,#) It ‘.w &

forma | E av; = v+, ...+av a, ek, v 4

g s g e o M o 1“1 it

2J_ J6 2J§—J§ !
TABANe) | aBAdE)
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2). v=(24), v, =(=13), v, =(2,-6)
Solucién
v es combinacion lineal de los vectores v; y v, si existen a,fp € R ‘
que v=av, +fv, Osea: 2,4) = a(1-,3) + B(2,-6)
(2,4)=(-o. + 2B, 3a. - 6) de donde
La+28=2 s -Ba+68=6
3a-6=4 3a-6p=4
0+10

Luego A a,B e R tal que v=av, + fv,

Por lo tanto v no se puede expresar en combinacion lineal de los vecto

Vi Y Vs

Ejemplo.- Sea (R 232 4 R,.) el espacio vectorial de las matrices de orden

id 1 tri A= A B—1 1
y consideremos las matrices v PN i R

g Y0 { {
C =[ 1]' Determinar todas las combinaciones lineales de A,B y C que d

la matriz nula N.
Solucién

Debemos de obtener a,By y en R, tales que: aA+ BB +yC=N osea

il o) T 0 00 00 3
+ + = , efectuando la multiplicacion
a[o 1] ﬂ{:l o] 7[1 1} [0 0} R

ath +ﬂ 0+0 . = b , efectuando la suma
0 «a B Qld ey 0 0
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a+p 0 0 0 y ;
- ) por igualdad de matrices

B+y a+y 0

a+p=0

P+y=0 dedonde a=B=0
a+y=0

Luego la unica combinacion lineal que satisface la relacion propuesta es la

trivial

CONJUNTO DE COMBINACIONES LINEALES.- ]

Sea A # ¢ un conjunto de vectores de (V,+k,) ahora formaremos el

subconjunto de V cuyos elementos sean todas las combinaciones lineales de los
vectores de A, a este conjunto denotaremos con el simbolo 4, que se lee “A

raya”

Si 4={v,,v,,...,v,} unconjunto de vectores de V entonces A se escribe asi:

A = {Z%V, /a' ek ALY 'E A}
B =y e 4 o

Ejemplo.- El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores

v, =(1,-2,0) y v, =(2,-2,-1) de R es

A={a(l,-2,0)+ p(2,-2,-1)/a,B € R}

Osea A={(a+28,-2a-28,-p)/a,feR)

Como AeR’ = (x, y,z) € A de donde (x,y,2) = (o + 2B, -2 - 2, -B)
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a+2f=x 2a+4p8 =2x
A A 2 =2x+y
2a-2f=y = 3{-2a-2=y =
~2z=2x+y
i s ol =i

de donde 2x +y+2z=0 por lo tanto §={(x,y,z)eR3/2x+y+22=

TEOREMA.- Sea (V,+k,.) un espacio vectorial y A={v,v,,....,v,}
demostrar que el conjunto de las combinaciones lineales de ?'
familia de vectores de A es un subespacio del mismo es decir (4,+,%,.) es'

subespacio de V. y ‘
Demostracion

i)  Siendo v; =1.v; +0.v, +...+0.v, es decir v, €A = A#d.

i) 'Poi definicion se tiene:

n

ved = 3Ja,05,..a,€k [ v= E av . A v, €A

i=1
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n

n n n
u+v= E a;v; + E By, = E (@, +B)v;, = E ¥V = u+ved
i=1 i=1 i=l

i=l

Siaek ved .= aved por probar

n
Siaek A ved = aek a v=‘E a;v,

i=l

n n
= R E ayv, = ) (aa;)v,
I

i=1 i=
n

= av= E Py, = aved
i=l

por lo tanto (‘Z, +,k,.) es un subespacio de V.

n

SUBESPACIO GENE

= V= E a;v, n a €k A v,eV , puestoque AcV

i=1
Luego ve A" = VeV, Porlotanto Acv
iii) Si uved = u+ved por probar

n

u= E a,v;

, JUE 4 izl
Si e entonces:
A

=
n

Ve E B,
1=l

DEFINICION.- Sea V_un espacio vectorial sobre k y A ¢ V un

subconjunto de V no vacio, el conjunto de todas las
combinaciones lineales de un nimero finito de elementos de A es un
subespacio de V y se denomina el subespacio generado por A y se denota

por:

Si A es finito, por ejemplo 4= {V|,v,,...,v,} decimos que U= L(A) es

un subespacio finitamente generado.
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; 4 L 1 i d los el tos A es:
Bjesilbs | B ol dopdale vt LR A\ onsidalirnd' ik wiE (124 uego el espacio generado por los elementos A es
h

(3.0,1)}, hallar el subespacio L(A).
Solucién
Sea A={v,,v;} donde v, =(1,2,-1), v, =(3,0,])

L(A)={(x,y,2)eR’ Ix=1%}

Ejemplo.- Demostrar que los siguientes conjuntos de vectores de

R} generan ‘el ‘mismo ‘subespacio A = {(1,0,-1), (0,-2,1)} ,
B = {(1,-2,0), 2.-2,-1)}
L(A) = {av, + Pv, /a, B € R} = {a(1,2,-1) + B(3,0,1) / a,p € R}
/ Soluciéon
como L(A)c R® entonces (x,y,2) € L(A)
Por demostrar que L(A) = L(B)
= (xy.2)=o(l2,-1)+B30,1) =(a+3p,2a,-a+p) dedonde :
A genera el subespacio L(A) de R? entonces:

uo Yy
b ik e e L(A) = {a(1,0,-1) + B(0,-2,1) / c, B € R}
2a=y = — X—2)’~3Z=0
—a+p=z ";“ W Como L(4)c R’ = (x,y,2)e L(A) dedonde (x.y,2)=0(1,0,-1)+ B(0,-2,1)

Luego L(A)={(x,5,2) € B e 2y-3z=0} (x,y,2z) = (a, -2B, -a + B) por igualdad se tiene:

£ & 3 X=a
Ejemplo.- Determinar el subespacio de (R ,+, R,.) generado por la fami x=a AL A
§ § 0 a v iy S _l i ol =
A cuyos elementos son los vectores v, =(2,1,2) y v, =(1,2,]). y=-2p = S = 2
z=—-a+pf A4S 3 2x+y+2z=0
Solucién
L(A) = {av, + P,/ a, fe R} = {a(2,1,2) + B(1,2,1) / a,B € R} Luego L(A)={(x,y,z)e R’ /2x+y+2z=0} ..(1)

como L(A) cR > (x,y,z) € L(A) entonces: B genera el subespacio L(B) de R* entonces

(x,y.2) = a(2,1,2) + B(1,2,1) = (2a + B, @ + 2B, 2a + P) de donde L(B) = {a(1,-2,0) + B(2,-2,-1) / a,p € R}

x=2a+p" Como L(B)c R = (x,y,z) € L(B) entonces
y=a+2ﬂ = x=z, yeR
z=2a+p (x,¥,2) = a(1,-2,0) + B(2,-2,-1) = (o + 2B, -2 - 2, -B}, por igualdad se tiene:
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ALY b) PROPOSICION.--  Sea el espacio vectorial (V,+k,), A = ¢,
x=a+2p Ladt n A={v,vy,..,v,}cV'y {w;},, una familia de

y=—2a—2ﬂ = Z:a_ﬂ =S 2 ifie

=-p 22_ B 2x+y+2z=0 subespacios tales que 4 < w;, para todo i € I, entonces: L(4) = ﬂ W
: iel
b Demostracion
Luego L(B)={(x,y,2) € R® /2x+ y+2z=0} (2}
L(A) = L(B) i)  Probaremos que L(A)= n W
iel

Por lo tanto de (1) y (2) se tiene:

Hallar un vector en R> que genera la interseccion de U y 1

donde U es el plano XY: U ={(x,».0)e R*/x,ye R} y Wi

Ejemplo.-

el espacio generado por los vectores (1,2,3) y (1,-1,1)
Solucién
Sea (x,y,2) e UAW = (x,y.z2)eU A (x,y,2) e W = z=0'y como
xy,2) = (x,y,0) e W = (x,5,0) = a(1,2,3) +$(1,-1,1)

(x,y,0) = (o + B, 2a - B, 3o + B) de donde

i x+y=3a = ___x+y__a
y=2a-p &= 5y , et
0=3a+p 3a+f=0 = p=-3a
¥ ii)

(3,0 == Y 1,2,3) - (x+ )1, ~L1)

x+y
3

=( —x—y,g(x+y)+x+y,x+y—x—y)_
=[‘é(x+y)f:'(x+y),0]’=%Z(—2,5,0)=d=(—2,5,0)

El vector que genera la interseccion de Uy W es (2,-5,0).

sea v € L(A), entonces existen escalares a,,a,,...,a, €k tal que:

V=Zajvj Y @ oA 1in
j=!

perocomo Acw;,Viel, Vj=1.2,...,n
n

= v= E a;v;

J=l

VisVasesVy EW;, Viel

= vew, Viel = venw, =5 (A=

W;
iel iel

Ahora verificaremos que ﬂ w;, < L(A)

i€l

AcL(A), en efecto, parav; € 4, j=1,...,n se puede escribir siempre:
v, =0 +..40v,, +lv; 40y, +..+0v,,Vj=12,..n

= AcL(A) = L(A)=w, paraalgin ijel
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= ﬂw,cwi=L(A) — ﬂw,vCL(A)

iel iel

L(A)=ﬂw,.

iel

Luego de (i) y (ii) se tiene:

OBSERVACION.- A la proposicion que se demuestra también po de
enunciar diciendo que L(A) es el menor de todos

subespacios que contiene a A.

3.12. INDEPENDENCIA Y DEPENDENCIA LINEAL.- |

a) DEFINICION.- ; Un conjunto \de vectores: {V,,vq,..,v,} #¢ de
espacio vectorial V sobre un ¢ampo k, diremos g :

n i

linealmente (1.1) si'y solo si Za,-v,. e T d = U Vis 1,2,....08

i=l
Si {v.v,,..,v,} no cumple esta condicion diremos que {v;,V;,...,¥
12V2 n 1>V2

es linealmente dependiente (1.d) es decir:

n

Zaiv,- =6y a; #0 paraalginientre 1 yn.

i=l

Ejemplo.- Determinar la dependencia o independencia lineal de |

siguientes conjuntos de vectores:

1) V=R? k=R, v,=(24), v,=(03)

Solucién

Sea av, +bv, =(0,0), la combinacidn lineal
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a(2,4) +b(0,3) =(0,0), dedonde (2a, 4a + 3b) = (0,0)

2a=0 i a=0
4a+3b=0 4a+3b=0 = b=0

por igualdad se tiene: {
como a=b=0 porlotanto v; =(2,4), v, =(0,3) son Li

2) V=Rk=R, v =(1,3,V2), v, =(0,0,0) ;% =(-;-,o,‘10)

Solucion

av; +bv, +cv; =(0,0,0) la combinacién lineal

a(l,3,+2) +b(0,0,0)+ c(%,o, 10)=(0,0,0), de donde

(a +—§, 3a, V2a +10c) = (0,0,0), por igualdad

c

ﬂ+5=0 =0
3a=0 Pl S

J2a+10¢=0 b#0

como a=c =0y b=#0 porlotanto: v,v,,v; sonld.

OBSERVACION.- Toda combinacién lineal que contiene al vector cero es

l.d.

3) V=R,k=R, vy =(12-3), v; =(2=1)) y.v; =(-18-11)

Solucién
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4)

avy + fv, +w; =(0,0,0) la combinacién lineal:

a(1,2,-3) + B(2.-1,1) + y(-1,8,-11) = (0,0,0), de donde:
(a+2B-v, 20 -B+8y,-3a+p - 11y) =(0,0,0), por igualdad se tien

| 3
+25-y=0 =—=
gt 10¢+158 =0 g h
2a-p+8y =0 = o £ y;
S3a+f-11y =0 A o

para B=-2, a=3, y=-1 luego 3v, -2v, —v; =(0,0,0)

por lo tanto son l.d.

V=C%k=C, a,=@0), a, =(0,i), i’ =-1
Solucién

Sea aeV=C2 = a =(u,v) perou,v € C entonces

u=a+biy v=c+di conabecdeR = a=(atbic+di) como

a, =(i,0), @, =(0,) € C* = @, =(0+i, 0+0.) y @, =(0+04, 0+i)

0eC® = 0=(0+04,0+0.) ‘

Sea la combinacion lineal: aa, +ba, =(0,0),conab e C

= (a; +b)(i,0) +(ay +byi)0,1) = (0+0.4, 0+0.4)

= (ayi=by, 0)+(0, ayi—by)=(0+0., 0+0.)

= (ayi—by, a5i—by)=(0+04, 0+04)

= a,i-b=0+0i A ayi-b, =0+0i

a,=0,a,=0,b,=0, b =0 dedonde a,,a, sonli
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Ejemplo.-  En el espacio vectorial de funciones (R",4,k,) el conjunto de
funciones es {e',e*}, determinar si 'son  linealmente
independiente. )
Solucién

ae' + fle*’ =0, la combinacién lineal ..

como ae’ + fe” =0, derivandosetiene: ae’ + 2% =0
resolviendo el sistema o= =0

por lo tanto {e’,e*} son linealmente independiente.
Ejemplo.- En (R' .+ R,.) donde I = [0,1] determinar si los vectores
v) =sent y v, = cost son lincalmente independiente.

Solucién

asent+ fcost=0

, derivando
acost—fisent =0

av, + v, =0, la combinacion lineal {

ahora resolviendo el sistema se tiene:

0 cost
! 0 -sent | 0-0 b

sent cost —sen® t—-cos’ ¢t
cost —sent e

sent 0

.cost 0 l 00, 20
sent cost | —sen*t~-cos®t
cpsi —sent
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Luego la tinica solucién es: a=p=0

Por lo tanto {sent, cos t} es linealmente independiente.

Ejemplo.- Sabiendo que dos vectores v, y v, son linealm
: independiente en (V,+k,) demostrar que v, +v; Yy V;
» }‘ linealmente independiente. '
. . Solucién

Consideremos la combinacién lineal de la familia de vectores {v) + V2.V }

sea igual al vector nulo con escalares a y B que determinaremos.

a(v, +v,)+ fv, =8, por distributividad respecto de la suma en k
av, +(a+ f)v, =0, como v, y v, sonlientonces a = OAatp=0
de donde a=p=0

por consiguiente v, +v,, v, son linealmente independiente.

b) PROPOSICION.- ' Sea (V,+k,.) un espacio vectorial:

@ Unvectorv € Ves Li siysolosiv#0.

@ Si v;,Vy,.,V, son Li. entonces vi,V,,...,Vy donde 1 £ m <

también son L.i.
Solucién

@ =) asumamos que V es Li. en V.

por el absurdo supongamos que v = 6 entonces av = 0, Va €k, el

particular si elegimos a = 1, tenemos que l.v = 0 lo cual es
contradiccion con el hecho que V es Li. Luego v#6
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)

<)

d)

<=) Ahora asumiendo que v # 0 { E]
av=0 = a=0v v=0

pero como v # 8 por hipétesis, resulta que a=0 y en consecuencias
Ves Li.

n n n
E av; = E av; + E av, =60

i=l i=] i=m+|

g bl :
a; =0, para todo i = 1,2,....n por ser vj,v,,..,v, linealmente

independiente
= a;=0,paratodoi=1,2,....m pues m<n

Vi,V2,--»V,, Son linealmente independiente.

Sea (V,+k,.) un espacio vectorial, S <V, diremos que S es linealmente
independiente, si todo subconjunto finito de S es linealmente
independiente.

En caso contrario diremos que S es linealmente dependiente.

PROPOSICION.- Sea S y S§' subconjuntos de V tal que Sc ',
entonces

@ Si 5" es linealmente independiente, entonces S también lo es.

@ Si S es linealmente dependiente, también lo es S’ .

Demostracion

Ejercicio para el lector
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3.13. SISTEMA DE GENERADORES.-

a) DEFINICION.- Consideremos un espacio vectorial (V,+k,.) la f ami
A= {ViVasnaVnt # ¢ de vectores de V es un sisten

de generadores de V si y solo si todo vector de V puede expresallrse col
combinacién lineal de los vectores de A, o bien A es un sistema j
generadores de V si y s6lo si el subespacio generado por A es V.

NOTACION.-

La abreviatura de “sistema de generadores” es “S.G.

La abreviatura de “combinacién lineal” es “C.L.

Expresando en forma simbélica la definicion se tiene:

n

AesunS.G.deV & veV = v=Za,v, o bien:
i=1

ﬁes unS.G. deV e LA)=V

Ejemplo.- Determinar si el conjunto de vectores A= {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,€

, .
de (R®,+,R..) constituye un sistema de generadores de R” .
Solucién

3 .
Veremos si se cumple L(A)=R" para que se¢a S.G

(x,0,2)eR® = (xy,2)=a(l,1,1)+p(1,1,0) +7(1,00) )

x=a+pf+y a=z |

S +P, o) dedonde {y=a+p = {f=y-z
xy,z)=(a+p+y,atp a) ks

z=a
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reemplazando los valores de a,Byyen(l)
(x%.2) = 211, 1)+ (y - 2)(1,1,0) + (x = )(1,0,0)

Luego (x,y,z)e R se puede exp'fgsar como combinacion lineal de los
vectores (1,1,0), (1,1,0) u (l,0,0)

Por lo tanto genera a:lﬁ es decir L(4) ._.R3

§

Entonces A = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} es S.G.

OBSERVACION.- El concepto de sistema de generadores de un espacio
vectorial. es independiente de Ia independencia o

dependencia lineal del sistema, 6sea un snstema de generadores puede ser
linealmente mdependlente 0 no.

b)  PROPOSICION.- - " Si la familia 4 = {V1s V2547, } esunS.G,, LD, de
V entonces existe vieAd tal qued- {v;} esun

. SG.deV.

Dem(;stracién

Por ser A un sistema de generadbres deV, se define

n

vev. = v=Za,fv,. . B ()

r i=]

como A es linealmente dependlente entonces algun vector de A, dlgamos
v;,es combinacién lmeal de los restantes, 6sea

3 v, tal que v, =Zﬂ,fv,. e ld)
=i
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teniendo en cuenta (1) y (2) se puede escribir
r r [ 2 r & y
v=a,v; +Zaivi =ajZﬂIVi +zai"| =Z(“jﬂ: +a;); =Zn

i#j i#j i#j i#j i#j

En consecuencia, 4—{v;} esun sistema de generadores de V.

3.14. BASE DE UN ESPACIO VECTOF

a) DEFINICION.- Una base de un espacio vectorial V es un conj
AcV, A= ¢tal que:

\ i) A esun conjunto linealmente independiente.
ii) A generaaV esdecir L(A)=V.
Ejemplo.-  Probar que {(1,0,0), (0,1;0), (0,0,1)} es una base de (R*+,R,.)’
Solucién
P;'obaremos que {(1,0,0), (6,1,0), (0,0,1)} es linealmente independiente
a(1,0,0) + B(0,1,0) + y(0,0,1) = (6,0,0) la combinacion lineal

(a9B’Y) o (090$0) => a= B o = 0

Luego {(1,0,0), (0,1,0); (0,0,1)} es un conjunto linealmente independiente
Ahora probaremos que {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} generaa R i

Es decir que L{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) = R? pero L{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} =
‘esto siempre es cierto y para probar R? = L{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

sea (x,y,2)eR’ = (xy,2)=x(1,0,0) +¥(0,1,0) +2(0,0,1)
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entonces (x,y,z) € L{(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}

de donde R’ c L{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
por lo tanto R? = L{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,)}

Luego {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es una base de R>.

Ejemple.- - Hallar ‘una base para A={(X,y,2)€R’/2x+y+2z=0}
subespacios de (R? +,R,)

- Solucién
Sea (x,yz) e A = 2x+y+2z=0 = y=-2x -2z, luego
(x,y,2) = (x, -2x - 22, z) = (X, -2x, 0) + (O,-22,z)lv= x(1 ,-2,05‘+ 2(0,-2,1), x,z eR
A =L{(1,-2,0), (0,-2,1)}
El conjunto {(1,-2,0), (0;-2;1)} es una base, pues:
i) : {(1,-2,0), (0,-2,1)} es linealmente independiente.

i) A=L{(1,-2,0),(0,-2,1)}

_ b) PROPOSICION.- Un conjunto de elementos {v,,v,,...,v,} del espacio

vectorial V sobre un campo k forma una base si y
sélo si V veV, v puede ser expresado de una unica forma como

combinacién lineal de v, v,,...,v,,.

.Demostracién

=) Asumamos que v;,Vs,..,V, €s una base, sabemos que V v € V se

puede expresar como una combinacion lineal de v,,v,,...,v,, .
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€)

Supongamos que v se puede expresar de dos formas es d

v=2a,v,- =2b,v‘ , entonces: Z(a,- -b)v, =0, pero

i=l i=] i=1

V{,V3,..4V, son Li. entonces g, -b, =0, Vi=12,..n de

a,=b,,¥i=12,..n

<) Reciprocamente. Asumamos que Vv;,Vs,..,V, tiene la propi !
que V v € V, v puede ser expresado de una tnica forma co
combinacién lineal de los vectores v,,v,,...,v, por lo tanto

L{v,,v;,...,v,} =V , nos resta probar que v,,v,,...,v, sonli.

n 3 n
Supongamos que Za,v, =20.v, , entonces, por.la unici

i=l i=l

a; =0, Vi=1.2,...,n. Luego {v,v,,..,v,} formaunabase.

LEMA.- Sea §={v;,v5,.,V,} un conjunto de generadores para

espacio vectorial (V,+.k,.).
Seav # 0, v eV tal que v=Za,.v,- si a; # 0 para algun i, enton '

V = L{S;} donde S; =S {uiv}, S, = (V1 V2500 Vials Vs Vial 5000 Vil
Demostracién

Sea u € V un elemento arbitrario, mostraremos que u se puede expn

como una combinacién lineal de elementos de S, .

Por hipbtesis v =L{s} = "u= Zb,.v,. e (1)

i=]
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n ; n
Ademads tenemos que: 6 # V=Za,v,. = V=Zajv’ +a;v;
i=] J#i
v 3 a;
2y =24 Y Ly @
a; - a;
J#i
reemplazando (2) en (1) se tiene:
e
v a;
u=~hy +...+b,-(—+Z(——)vj)+...+b,,v,,
Gyripis q;
J#i
ba b, b :
= (B =220+ (By =2y 4 (I, et (B, = Ay
a; aq; a; i
denotando ¢, = —I"i, ¢ = —b"ﬁ, RO —-Iﬁf"—
a; a; a;
de donde se tiene U=C\V) +CaVy +otCiV ..V,
d) PROPOSICION.- Sean (V,+k.) un  espacio vectorial,

S={v,vy,,v, Y SV yS'={u,uy,....,u,} < L{S}.

Si ' es linealmente independiente, entonces m < n.
Demostracién

Consideremos v, = L{S}

n

Sea uyev, "= u= E ayv,

i=1
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e)

pues  de suponer lo contrario resultaria u, =byu; que es

Supongamos que a, # 0 (reordenando si fuera necesario) y por el len

anterior L{u;,vy,...,v, =¥

ahorasea @#u, €V, = u, =bu;+byv, +..+b,v, = b %0, 1

contradiccion ya que u, es linealmente independiente .

Suponemos que b, #0 (reordenando si fuera necesario) y aplic

nuevamente el lema anterior tenemos que:
¥ 5la Py ”
L ={u,u,y,v5,...,v,} =v, afirmacion m<n

por el absurdo, supongamos que m > n, entonces el proceso anterior:

podria seguir inductivamente hasta obtener L{u;,u;,....u4, }=w

perosim>n = m2n+1"= u,, por estar en v
combinacién lineal de u,,u5,...,#,, lo que es una contradiccion con:

i., di iccié viene de a ¥
hecho de que {u;,u,,...,u,,} esli., dicha contradiccién pro '(

supuesto que m > n.

COROLARIO.- Sea (V,+k.) = un espacio  vectorial. |
S ={V,, V30 Vp} Y 8'={tt),U3,...; 1, } SON bases

espacio vectorial V, entonces n=m.

Demostracién

i) Sbasede V = L{S} =V por otra parte, S'C V = L{S}, yf
linealmente independiente por ser base de V, en virtud dei'

proposicién (d) m < n.
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if) Anélogamente, S' basede V = L{S'} =V como ScV = L{S'} 'y
S linealmente independiente por ser base de V, aplicando
nuevamente la proposicion (d) resulta que n<m.

Luego de i) y ii) se sigue que m =n.

OBSERVACION.-

@ Del corolario podemos observar que si V tiene una base infinita, entonces

cualquier otra base tiene un nimero infinito de niimeros.

@ Todo espacio vectorial posee una base finita o infinita.

@ Todas las bases de un mismo espacio vectorial son coordinables, quiere

decir que existe una biseccién B, <> B,

DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL. |

Ejemplo.- 1)

a) DEFINICION.- El espacio vectorial V se denomina finita dimensional

(o de dimension finita) si posee una base constituida
por un niimero finito de vectores (es decir si tiene una base finita).

Vi=k":8={€, j€5,...., 6}

' 1 010 170 o]0 o
2) V=M,,(R), k=R, S={[O oHo oHl oHo 1]}

b) DEFINICION.- Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo k de

dimensién finita y {v,,v,,..,v,} una base de V,
entonces por definicién la dimensi6n del espacio vectorial V es el nimero
“n” lo cual denotamos por dim, ¥ =n (donde “n” es niimero de vectores

que constituyen una de las bases de V)
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OBSERVACION.-

®

dim, V=,

Ejemplo.-

1) Una Base de R® es {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} entonces su dimension ‘
dim, R*=3. |

2) Si ¥V =k" un espacio vectorial sobre k donde {¢,,¢;,..,€,} esuna b
de k" entonces dim; k" =n.

3) Si V=M, (R) el espacio vectorial de matrices cuadradas, k = R
[ 01017 [0 0} B O 11 el ORI ey (5ol

0-0{({0 0f|L 0}]0:1 ]

dim; My s (R)=4. ‘ ’ g

Ejemplo.- Determinar una base del espacio vectori

Calculando una base de V.

Si (x,y,z2) eV = x-y=0 = y=x
(x,y,2) = (x,%,2) = (x,x,0) + (0,0,2)
(x,y,2) = x(1,1,0) + y(0,0,1)

como {(1,1,0),(0,0,1)} son Li. entonces es una base deVydimgV =2.

Si V tiene como unico elemento el vector nulo, convenimos que

dimensién de V es cero, es decir dim {8} =0.

Si V tiene una base 'infinita, la dimension de V denotamos

V={(x,y,2z)€ R?/x-y=0, x,y€R} dedimension finita.

Solucion
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¢) PROPOSICION.- Sea (V,+k,.) un espacio vectorial finito
dimensional (asumamos que dim, ¥ =n) se
cumple:
i) Si S={u.u,,.,u,}cV,donde m> n, entonces S es l.d. sobre k.
i) Si S={u,uy,.,u,}cV dondem<n entonces L{S} 'V
iii) Si S ={u,,u,,..,u,} esli. sobrek, entonces S es una base para V.
iv) Si S ={u;,u,,...,u,} genera V, entonces S es una base para V:
Demostracion (Queda como ejercicio)
d) LEMA.- Sea S={v,v,,.,v,} un subconjunto li. de un espacio
vectorial V. sobre un campo k, si O #v € V esun vector que
v ¢ L{S} entonces S'= {v,,...,v;;, v} estambién Li. sobre k.
Demostracion
Sea ayv, +a,v; +...+a,v, +av=0, la combinacion lineal afirmamos
que a = 0, pues si suponemos que o # 0 tenemos
a a a
= YV ———ty. = v e L{8}, lo cual es una
a a a
contradiccién ya que por hipétesis se tiene v ¢ L{S} entonces a =0 y
como a; = a, =..=a, =0 resultaque S' es Li.
e¢) TEOREMA.- (Complementacion de Bases)

Sea V un espacio vectorial sobre un campo k, tal que: dim, V=n, W

subespaciode Vy {v,,v,...,v,,} es base de W, entonces se cumple:
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i) m<n
i) Si mo < n, entonces existen v, ..,v, €V tal
{V12 V3 0000y Vs Vel ooy Vg | €S UNA base para V.
Demostracion D
i) Sea {u,u,,.,u,} una base para V entonces V = L{u,,u,,..., j
para L{u,,uy,...u,} D {v|, V2>V } ¥ en virtud de la proposic i
(d) de (3.14.) se tiene que m <n pues como {v,v,,...,v,, } es b
en Li.
ii) Sim<n,entonces W ¢V, luego existe v, €V tal que:
Vst €W = Vo € L{V5V2,4 vy} = por el lema (d) se ,’ﬂ
v ViV v ) eslid
Si L{V,, V340 Vi s Vinsi = V5 €0tONCES la prueba finaliza.
En. caso. contrario, esto €8 Si L{vi,Vp,...Vu,Vuu} €V, eX
Voo €V tal . ques  Viga &LV VoV Vigp ) eDtOR . "
nuevamente en virtud del lema d) se tiene {v, Vs ..., Vs Vst sV 16.  DIMEN

25 V1V 2545 Vi s Va1 99 -5 Vm+p

f) COLORARIO.-

Sea W un subespacio de un espacio vectorial V sobre
k entonces se verifica que:

Demg_sgrhcién

Si el subespacio W es el mismo V, entonces es obvio que
dim k W = dim k V

Supongamos que W es un subespacio de V y que verifica

Si la dimensién comin es 0, entonces tanto W como V tienen un
linico elemento al vector nulo'y son idénticos.

Sila dim; W =dim, ¥ = >0 entonces consideremos una base de

W, {w;,w,,..,w,} estos n vectores son Li. en V y de acuerdo al
corolario (e) de (3.14.) constituye una base de V entonces son un
8.G. de V lo cual nos dice que todo vector.de V pertenece a W, o sea

VW y por la definicién de subespacios W c V, resulta que W =V,

es Li.

i = la. demostrag
Si L{v,,vz,...,,v,,,,vm,(,,vm;} V., entonces : ‘

concluye, el caso contrario seguimos- el proceso anterior pero
y

hipétesis la dim, ¥V =n, entonces existiran solo un numero fi
. ) ‘\“ iT RVE } ‘
v +l’vm1-2’ m+pEV tal que {vl,‘za Vs m+l’ m+pf
m

una ! base:icuando: m +p =0, ya - que /para n = m ‘

} es Li.y ademas genera V.

TEOREMA.- Sean Uy W dos subespacios de (V,+k,.) y la dimensién de V

es finita, entonces se verifica que:

dim, (U + W) = dim, U + dim, W = dim, (U A W)

Demostracién

Como V es de dimensién finita sobre k, sea dim, U=p, dm, W=gq y
dim, (UnW)=r. :
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Consideremos UnW # ¢y {v;,v5,...,v, } una base para Un'W, como U N

es un subespacio de'' U y W respectivamente, por el teorema ¢
V..., ¥, } abases para

Zav +2bu Zd,v =0 = Z(a|+b)v +2bu =6

i=l
complementacién de bases, completamos la base i

y W. Sean: {v,,v;,...V,,u,...4,_,} base para Uy {Vi,Va0en Vs Wises Wt

ai+b', =0 ’ Vi=l,2,...,r
i .. (4)

b =0 X Vi=12,..,p—
base para W.

AFIRMACION.-  El conjunto’ {v;, V..V, s Bires¥prs Wiss Wy, } €5 U pues {V,...V,,u4),...u, ,} es una base para U = como b, =0,

base para U + W.

Vi=1,2,...,p-ren(l) se tiene:

2 a,=0, Vi=1,2,.,r w (5)
av + cw, =60 =
b =0, Vi=12,.,q-r . (6)

i=l

La demostracion de esta afirmacion es:

i)  Que sea linealmente independiente.

Consideremos la combinacién lineal pues {v,..,v,, W ..., W,_,} esunabase para W.

av +2bu +2cwI
: a;=0, Vi=l..1, b =0,Vi=1l,.p-1,¢=0,Vi=1,..q-r

r = b i I
E ayv, + E bu, =—Ec,.wl - (2) Z2 ¥ shoes Misligyailh pdes Wi s Wil 88 11,
i=l ‘

i=1 i=l .
i) QuegeneraalU+ W.

= de (4), (5) y (6) resulta que:

i=!

~q=-r a0
= X‘-‘t“’i eUNW , pues de la relacién (2), por un ot e Sea v € U+ W, por definicion de subespacio suma:

i=1
a una combinacion lineal de elementos de {V1,V2,-- "’r sUpse 'up—r} » C

en U y por otro lado por una combinacion lineal de elementos
{VisesVp W ,...,wq_,} ,estaien W. ]

Xciw.- =Z"""' | g @)

v=u+w, dondeueUy we W

pero u_zav +Zbul yoromDan 4 dw
i=l

i=l

r ) r bod
ooty e, X Rty ey
i=1 i=l

=] i=1

i=l i i=l

entonces reemplazando (3) en (1) tenemos
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Como {(1,0,1),(0,1,0)} es linealmente independiente entonces {(1,0,1),(0,1,0)}
es una base de W de donde dim W =2

r r 2L
(= Z(a,. +¢ +§:b,.u,. +2d,.w,~ ‘
i=l, | i=1 i=1

7 Ahora calculando una base para U n W
= (" ,___,v’,ul,.,_,up_,,w,,...,wq_,} genera a U + W de (i) y (i

0

x-z=0 b -

XFEY~2= 0 y
afirmacién queda demostrada como i

Si(xy,2)eUnW = {
Vi V2 reees Vy s U seeos U pp s Wy yoers W_, } €8 UNA base de U + W

' Si (xy,2)eUnW = (x,y,2) = (x,0.x) = x(1,0,1
it i(xy,z)e (x,¥,2) = (x,0,x) = x( )

Luego {(1,0,1)} esunabasede UNW = dimU~ W =1
dim, (U+W)=r+(p-r)+(@-r)=p+q-r
_ Por lo tanto'se tiene"  Dim (U+W)'=dimU + dimW = dim UAW =242- 1 =3
=dimk U+dimk W—dlm,(Uf\W)
§ dim (U+ W) =3
Ejemplo.- Determinar la dimension de la suma de: los siguie

3 -
subespacios de (R*,+,R,), U={(x,y,2)€R" /x+y-z=0}

17. _DIMENSION DE LA SUMA DIRECTA - |

W ={(x,y,2)€ R} /x-z=0} Si Uy W son dos subespacios del espacio vectorial (V,+k,.). SiU~A W = {6}

(conjuntos disjuntos) entonces dim (U @ W) = dim. U + dim W.
Solucién
Es decir que la dimensién de la suma directa es igual a la suma de las

Por calcular dim(U + W) =? dimensiones de U y W.

. ST i —di w { sb =g
Como dim(U + W) = dim U +dim W —dim(U N ) En este caso U N W = {0}, entonces dm U W =0

Calculando una base para U, si (x,y,z) € U entonces x +y-z=0= z=x4 Ejemplo.- -.8i A= {(1,0,1,0),(1,0,1,1)} es un sistema de generadores de U de

V4(R) y B ={(3,0,2,1)} es un sistema de generadores de W de

Luego (x,y,2) = (x,y:x +y) = (x,0,%) + (0,,y) = x(1,0,1) + y(0.1,1) ¥ mib 9ba
‘V4(R) . Probar que dim (U @ W) =dim U + dim W

como {(I,O,l),(b,l,l)} es linealmente independientg entonces {(1,0,1),(0,1,] L
es una base de U de donde dim U = 2 olucién

Calculando una base para W, si(x,y,z) € W entonces x-2z=0 = 2z=3 y Como.U = L{A} = {a(1,0,1,0) + B(1,0,1,1)/ o, € R}
, , Como U c¥V4(R) = (xy,z,w)=a(l,0,1,0)+ B(1,0,1,1)
Luego (x.y;2) = (x,y:x) =x(1,0,1) + y(0,1,0).
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Como W =L{B} = {a(3,0,2,1)/a € R}

(x,y,2,w)= (0. + B, 0,0+ P, @) porigualdad

x=a+pf
y=a+p
z=0

w=a.

= x=y,z=0,weR
U={(x,y,z,w)e R*/x=y, z=0}, calculando una base de U
Si xy,zw) e U = (xy,z,w)= (x,x,0,w) =x(1,1,0,0) + w(0,0,0,1)

Luego una base de U es {(1,1,0,0),(0,0,0,1)}, de donde dim U =2

Si (x,y,zw) € W = (x,y,z,w) = a(3,0,2,1)

*=3a

iy x=3w
y—2 = y=0
Dttt =W
w=a

Luego W={(x,y,z,w)eR4/w=§= .y =0} una base de W ser4:

NN

Si (x,y,z,w) = (3w,0,2w,w) = w(3,0,2,1) entonces una base de W es:

{(3,0,2,1)}, de donde dim W =1

Calculando UN W es decir: U={(xy.zweR* /x=y,2=0}
W ={(x,y,z,W) € RY/z=2w,x=3w,y

comoz=0,w=0,y=0,x=0 entonces
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UnW={(0,0,0,0)} = dim UnW=0

dmU® W=dimU+dmW=2+1=3

Ejemplo.-

Sean los subespacios vectoriales de V,(R)

A={(X,y,z,w)e R4/x+y_z+w=0} y

B={(x,y,z,w)eR4 [x=y—z-w=0}

Determinar a)
b)
©)

d)

Una base de A y dim A

Una base de B y dim B
UnabasedeAnB y dimAnB
Calcular dim (A + B)

Soluciéon

a) Calculando una base para el subespacio A

Xty-z+tw=0 = z=x+y+w

Si (x,y,z,w) € A entonces

X y,z,w)=(x,y, x +y +w, w) =(x, 0, x, 0) + (0, y,. 5, 0) + (0, 0, w, w)

(x,y, 2, w)=x(1,0,1,0) + y(0,1,1,0) + w(0,0,1,1)

Luego A = L{(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)} es decir que:

{(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)} es un sistema'de generadores y ademas es
linealmente independiente (probarlo)

Por lo tanto una base de A es {(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)} ydim A =3

b) Calculando una base para el subespacio B



202

c)

d)

X+y=z—w=0 = xiFyt ZHw

Si (x,y,z,w) € B entonces
X, ¥, 2 WEly + 2+ W ¥ Z,W)= (¥, ¥, 0, 0) +(z 0, z,.0) #(w, 0, 0,
(x, ¥,z w) =y(1,1,0,0) + z(1,0,1,0) + w(1,0,0,1)

Luego B =L = {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)}, es decir que:

{(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)} es un sistema de generadores y ademas S

linealmente independiente (probarlo)
Por lo tanto una base para B es{(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)} y su dim :'

Calculando una base para el subespacio A ™ B
x+y—-z+w=0 < x=0 i x=0
x—y—-z-w=0 y+z+w=0 w=-y-z

Si (x,y,z,w)eA N B = (xy,z,wW) = (0,,2, -y — 2) = (0,y,0,-y) +(0,0,2,5

(x,y,z,w) = y(0,1,0,-1) + 2(0,0,1,-1)

Luego AnB = L{(0,1,0,-1),(0,0,1,-1)}, es decir que {((A),I,O,-l),(O,O,l,-,
es un sistema de generadores y ademds linealmente independi 2

(probarlo)
Por lo tanto una base para AN B es {(0,1,0,-1),(0,0,1,-1)} y
dimA NB=2

Calculando dim (A + B)
dim (A + B) = dim A + dim B — dim (A " B)=3+3-2=4 (por la pa
a,b,c)

dim (A + B) = 4
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Ejemplo.- Si U esta generado por {(1,2,1),(0,1,2)} y W esté generado por

{(1,0,0),(0,1,0)}
a) Hallar una base paraU "' W
b) Determinar dim (U + W)
Solucién
Calculando los subespacios generados
U=L{(1,2,1),(0,1,2)} = {a(1,2,1)+ B(0,1,2) / ou,B € R}
Si (xy,2)eU = (xy,2)=a(1,2,1)+ B(0,1,2)

(x,y,2) = (a, 2a + B, o + 2B) por igualdad

X = g, 5 fvg
y-2x=p S S S
y=2a+pf = {,_x = 9
z=a+2p ) il 2y-4x=z-x
3x-2y+z=0

Luego U ={(x,y,2)eR>/3x-2y+2z=0}
Calculandouna base de U: 3x—2y+2=0 = z=2y-3x
(xy2) €U = (xy,2y = 3x) = (x,0,-3x) + (0,y,2y) = x(1,0,-3) + (0,1,2)

Luégo U=1{(1,0,-3),(0,1,2)} es decir que {(1,0,-3),(0,1,2)} es un sistema de
generadores y ademas es linealmentg independiente por lo tanto una
base U es {(1,0,-3),(0,1,2)} y dim U =2

W =L{(1,0,0),(0,1,0)} = {a(1,0,0) + B(0,1,0) / o, € R} 0
Si (xy2)eW = (x,y2z)=a(1,00)+p0,1,0)

xy,2)=(a,0) = x=a,y=p,2z=0
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W ={(x,y,z)€ R*/z=0} es el plano XY luego una base para W es
{(1,0,0),(0,1,0} y dim W =2

a) Calculando una base para U "W

rin 3
como 3x—-2y+z=0 yz=0= yzax
3
si (xy,2)eUnW = y=5x,z=0

3 3 [
=(x,—x,0)=—(2,3,0
UJJ)(LZX) 2( )

Luego UNn W =L{(23,0} = unabasedeUNW es L{(2,3,0)
dmUNW=1
b) Calculando dim (U + W)
dim(U+W)=dimU+dimW-dim(UnW) =2+2-1=3
dim (U+W)=3
Ejemplo.- Sean V ={ax’+bx+c/a,bceR}, S =Lix%, (x-D?%}

T=L{(x+1)?}. Demostrarque: = V=L{S} ® L{T}

Demostracion

i) Lainclusién L{S} + L{T} c V es ficil de ver

ii) Probaremos la inclusiéon V < L{S} + L{T}

ax? +bx+c=ax’ +/3(x—1)2 +;/(Jc+l)2 , donde

Uspacios Vectoriales o

@’ + B(x-1) eS A px+1)2eT

ax’ +bx+c=(a+f+y)x’ +Q2y =28)x+ p+y

por igualdad de polinomios tendremos que:

a+f+y=a
2y-2B=b resolviendo el sistema hallamos los valores de a,Byy:
B+y=c

ddlgnlg ﬂ,:é_-_k_c 7=3c—b

4" 4
por lo tanto se tiene V=S8 + T de (i) y (ii)
iii) Ahora veremos que SN T = {0}
seé Px)e(S8NnT) = P(x)eS A Px)eT

2 @’ + -1 =y +1)? = (a+ P’ =2+ f=p + x4y

a+pf=y
dedonde {-2f=2y = a=B=y=0 porlotanto SN T= {0}

P=r
Luego como V=S + T y SN'T= {8} entoncessetiene V=S@T
Ejemplo.- Sea V=R’ esel .esp;é'i’bg;rectorial sobre R.
U={(x,y,2) e R3'/x+2y—z =0.}‘ y‘ s {(?c,.y,zj e Rj /x-y= —32}
calcular dim (U N W) ‘ ‘

Solucién
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UnW={(xy2eV/x+t2y=2=0 » x L= (82
x+2y—z-_—.0 " 3y=4z &) x:__y_SZ
x—y+3z=0

5z

Ix=3y-92=-52 = X< 3

Calculando una base de U "W

(x,y,z) e UNW) = 3y=4z A 3x= -5z
5

oo y=§-z A x=—§Z

5 4 X
(X,y,z)=('EZsSZ,Z)?;(—5,4y3)

Luego U W =L{(-543)} es decir que U

que es Li.

Luego {(-5,4,3)} es uné base de U AW dedonde dim (UNW)=1

Ejemplo.- Sea el espaci

&
encontrar U ¢ R” tal que R =Weu

Solucién
Como W = {(2tt)/te R} = (t(2,-1)/teR}
w=L{@2-1)} = {@2-D} es una basepara W c R

Completando dicha base para R? ysea {(
y RZ=weuU ‘

W es generado por (-5.4,

o vectorial (R2,+,R,-) yW={2t)/te I

2,-1)(2,1)} definimos U = L{(2 .
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L

a)
b)

a)

b)

Ejemplo.- En el

a)

Ejemplo.- Sea el

espacio vectorial (R +, i3y ) y

W={(x,y,2)€R*I3x-y+2z=0}

Hallar una base para W.

Encontrar un subespacio U de R’ tal que R® =W ®U
Solucién

W={(x,y,2)eR®/3x—y+z=0}

Calculando una base para el subespacios de W.

Si (xy,z2)eW = 3x-y+z=0 = y=3x+z

(x,y,2) = (x, 3?( + 2z, z) = (x,3x,0) + (0,z,2) = x(1,3,0) + 2(0,1,1)

Luego una base de W es {(1,3,0),(0,1,1)}

Ahora completaremos la base {(1,3,0),(0,1,1)} de W a una base de R’ y
sea {(1,3,0),(0,1,1),(1,0,0)} definimos U=L{(1,0,0)} y RP=weu

espacio  vectorial  (R*?+,R,)  consideremos
W={4deR™ IT,(4)=0)
Hallar una base para W. o ni

Construir U subespacio de R tal que R**? = weu

Solucién

Calculando una base para W

sviapynla(l
ey Az[q“ 'ﬁ]ew = ajtay=0
a4y, Gy ,
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“lay 0 +[o a12]+[0 0
—ay, Lo —-ay, G 0 az
0 | 0.0
=ay -1 +4a;, +ay, 1 0
Luego W = L{[l }[0 :H:O 0]} de donde
0 0 0f|1l O

| e 1{|]0 O : ;
{ \ ) b ! es una base de W y su dimensién es: dim
0 -1;10 Of|1I O

b) Se conoce que dim R*? =4, luego completaremos la base de W

una matriz mas de R>?, que sea linealmente independi

l 0 ERZIZ
0 0

e !
{l ¢ ,0 1,0 O, Y es una base para R**? definire
o -1/'lo o[’l1 of[0 0 ]

10
U =L([0 0:'} y se cumple que R*? =W @®U

[3.18. TEOREMA.-

Sea V un espacio vectorial sobre k de dimension finita, si W es un subesp

propio de V, entonces:
ST L :
dim(—) =dimV —~dim W
/4
Demostracién

Sean dimV=n y dim W=m, donde m<n
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Consideremos {v,,v,,..,v, } una base para W, entonces por el teorema de

complementacion de bases, extenderemos dicha base para V, esto es

existen v,,,,,...,v, elementos de V tal que {v|,v;,...,V,p,Vpi1ssV,} €S UNa

base para V.

AFIRMACION: {v,, +W,.,v, +w} es una base de % prueba de la

i)

i)

afirmacion.

Que sea linealmente independiente.

V
Sea a,,,, (v, +W)+...+a,(v, +w)=8+w=w (w eselcasode W)

(@41 Vs + W)+ +(a,v, +w)=w (def. de (o) en %)

= (ApiiVmet Tt a,v, )+ w=w (def. de (+) en %)

= auVpy +--t+a,v, €W dedonde

A1 Vit Teook v =aiv L a v, (por Ser 1vy vy vl

ayv +.+a,V, —Ap Ve —--—a,v, =6 entonces
) =..=dy =0y, Sea=a, =0 . puesto quel (v s Vs VsV, €S
base de V y por lo tanto es linealmente independiente.
Luego como “a,, =a,., =".=d, =0""se tieng que {v,.;,....V,} €S

linealmente independiente

14
ue generaa —
Que g -
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4
Sea v+we o como v € W se puede expresar

n m n
V= E a;v; = E av; + E av;
i=l i=1

i=m+l1

i=m+1 i=1 i=m+]

m n m n o

4

= v+w=(E av; + E a,-v,-)+w=(z a,-V,-+W)+(E av +
i=l1

n m
=w+(Za,v,.+w) pues Za,vieW

i=m+1 i=l

V
= Z a;v; +w, puesto que w es el caso de ¥

i=m+l1
= (A1 Vst + W+ (a,v, +W)

=dp i) (Vppst T W+ +a, (v, +W)
V :
entonces, para todo v+we =g se tiene que

VEW=Ap (Vs + W+ 40, (v, +W)

Luego —Vu;=L{vm+l+w,...,v,,+w} de (i) y (i) la afirmacién q

probada

Y } :
De la afirmacion se tiene que: ~ dim = =n-m=dimV —-dimW

Ejemplo.- En el espacio vectorial (R®+R,.), consideremos los
subespacios U={(x,y,zt)eR* 12x+y—z=t} y
W ={(x,y,z,t)e R* Ix—y+z=0 A x=2t}.

Hallar: a) dim((U+W)

4 na 4
b) Una base para i_’f_’ e
i el 0 i 4
Solucién

a) Calculando dim U, dim W y dim (U n W)
Para U: Como U = {(x, y,z,t) e R* /2x+y—z =t} entonces
xy,zt) e U = 2x+y-—z=t de donde se tiene
(x,¥,2,t) =(x,y,2,2x +y — 2) = (%,0,0,2x) +(0,y,0,y) +(0,0,z,-z)

=x(1,0,0,2) + y(0,1,0,1) + z(0,0,1,-1)

Luego U=L{(1,0,0,2),(0,1,0,1),(0,0,1,-1)} de donde
{(1,0,0,2),(0,1,0,1),(0,0,1,-1)} esunabasede U = dimU=3
ParaW: Como W={(x,y,z,t)eR4/x—y+z=0 ATx=21"
Si(xy,zt) e W. = 1 x-y+z=0 A x =2t hadmkhz=2t+2z
(x,y,z,t) = (21,2t + z,z,t) = (2,2t,0,t) + (0,2,2;,0) = 1(2,2,0,1) +2(0,1,1,0)

Luego W =1{(2,2,0,1),(0,1,1,0)}, de donde {(2,2,0,1),(0,1,1,0)}, es una
baseparaW = dim W =2

ParaU N W:
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b)

]
UhW={(x,y,z,t)eR4/2x+y—z=t AvnX=y+z=0" A x=8

={(x,y,z,0)eR /x=t=0 A y=12}
si (5,,z,0)eR? = (Ryzt)=(0,z20) = 20,1,1,0)

Luego Un W.=L{(0,1,1,0)}, de donde {(0,1,1,0)} es una |
deUNnW = dimUnW=1 9
Como dim(U+W)=dimU+dimW-dm(UnNnW)=3+2-1=4

4
Calculando una base para W

de la parte (a) se sabe que {(2,2,0,1),(0,1,1,0)} es una base pa
entonces el teorema de complementacion de bases, e

(1,0,0,0), (0,0,0,1) e R*, tal que {(2,2,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,0),(0,0,0,1

una base para R*.

Luego por el teorema (3.18) {(1,0,0,0) + w, (0,0,0,1) + w} es una
R* R’

— ydim—=2

para Wi W

w

= ]
Calculando una base para i de la parte (a) se sabe |

{(1,0,0,2),(0,1,0,1),(0,0,1,-1)} es una base para U, completando di

base para R*.

d
Ky
s

Entonces por el teorema de completamiento de bases existe (0,1,1,1) =

tal que {(1,0,0,2),(0,1,0,1),(0,0,1,-1),(0,1,1,1)} es una base para |
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4
Luego en virtud del teorema (2.18) {(0,1,1,1) + u} es una base para RF y

4

UnWw

Calculando una base para

De la parte a) {(0,1,1,0)} esunabasede Un'W

Completaremos para una base de R* entonces

{(0,1,1,0),(1,0,0.0).(1,1,0,0),(0,0,0,1)} base de R* entonces por el
teorema (3.18.) se tiene:

{(1,1,0,0) + Un W, (1,0,0,0) + U n"'W, (0,0,0,1) + Uc W} 'es una base
4 4

y dim

5 ‘9
UnWw UnW

para

EJERCICIOS PROPUESTOS.

Dado U, W, T subespacios de un espacio vectorial V. Demostrar que:
UnTD+UnW)cUN(T+W)

Dado U y W subespacios de V. Demostrar que:
UQWesunSl;bespaciodeV < UcW o WcUu

Dados los | | »

subespacios U={(x,y,z)e R® I'x+ y—z=0} y

W={(x,y,2)€R*/2x-3y+4z=0} de R>.

a) Hallar UnW b) Probarque R® =U +W
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@

Sean

a)

©)

Sea V el espacio vectorial de las matrices cuadradas sobre el campo R y

U={AdeV /A= 4"} conjunto de matrices simétricas

Dada la recta L, ={(x,y)e R?/y=5x}, hallar otra recta L, tal r
R*=L®L,.
Dado el subespacio T ={(x,y,z)eR’/2x-3y-2z=0} de (R’,+R
Hallar todos los subespacios S de R tal que S®T = R®. |

Determinar la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjur

de vectores.

a)

U={(x,y,z,0)eR}/x+y=0 ; z-t=0} y
W={(x,y,z,t)eR4 /x—y—z+t=0} subespacios de R,
Determinar U N W b) (U + W es suma directa?

JU+W =R*? Justifique

V=R?, k=R, v, =(2,4), v, =(0,3)

i
W={AeV/A=-A"} conjunto de matrices antisimétricas, demuestre ¢

V=U® W

Sean; iy U, .« Vi ooy yW- 11 subespacies 4 ~de (R*+R,),
U={(x,y,z)eR3/x+y+z=0}, V=v{(x,y,z)eR3/x=y}

W = {(0,0,z)/ z € R}.

a) CalcularU+V, U+W y V+W

b) Decir en cual de los tres casos anteriores de la parte (a) la suma es di
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b) V=R k=R, vy=(1,3,¥2), v, =(0,0,0), v, =(%,o,10)

) V=C?k=C, v,=(i0), v, =(0,i), i =-1
d V=C>k=C, v =(2), v, =(0]1+i)
e) ¥V =C%k=C,w=(+3ii), v, =(2i-6,-2)

Dado el espacio vectorial (R3,+, R,.) . Determinar si los siguientes vectores

son linealmente independiente;

a)  A={(1,0,0),00,1,0),(0,0,1)} b) B={(l,-l,O),(l,l,Z),(l,0,1)}
Probar que los vectores (-2,4) y (1,-2) son linealmente dependiente en

(R +,R,).

Sean los vectores v; =(=10,2) y v, =(-1,2,4) en R?, determinar si los

vectores v =(-1,1,3) y u=(1,2,2) son combinacion lineal de v; y v,.

Determinar si el vector v = (1,2,3) es combinacién lineal de la familia cuyos

elementos son los vectores de R

12 =(1,0,-1), Vo =(0,0,=1) 5 v3.= (1,1,-2)

;Son los vectores v, =(1,1,2,4), v, =(2,-1,-52), v;=(,-1,-4,0) y

v, =(2,1,1,6) linealmente independiente en R*?

Sabiendo que los vectores v;, v, son linealmente independiente en (V,+, K, .).

Demostrar que v, +v, y v, son linealmente independiente.
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(D)

Sabiendo que v,;,v,,v; son vectores linealmente independiente del esp:
(V, +, k, .)-averiguar la dependencia e independencia lineal de los sigui

conjuntos.

a) {vy+avy +bvy, v, +cvy, vz} b)) {v,v; +avy,vy3+b,y}, abe el

En un espacio vectorial V sobre k, sean v,,v,,v; linealmente independi

Determinar si los siguientes conjuntos son linealmente independiente:
a)  {v +vy —v;3,v; +v3,2v} b)  {v; +2v,; +3v3,2v;,v; +2v, +3v;

Dados los vectores (1,-4,6), (1,4,4) y (0,-4,x) del espacio R? sobre el cu‘
de los reales, determinar x para que sean linealmente independiente.

Si los vectores u,v y w son linealmente independiente, entonces los vect
u+2v — 3w, 2u + v —w, 3u + 5v — 6w son linealmente independiente.

Siu,v y w son linealmente indepeudiente. Demostrar que los vecte

u+2v+ 3w, v—2u-w, -v—w son linealmente dependiente.

Si los vectores u + v, v + 2w, u — 3w son linealmente independiente, demosf
que los vectores 4u + 2v — 7w, 3v + 7w, w —u — v son linealme
independiente.

Siu, v y w son vectores linealmente independiente en V mostrar que:

i) u+v-2w, u—v-—w y u+w son linealmente independiente.

ii) u+v-3w, u+3v-w y v+w son linecalmente dependiente.

Si los vectores u + v, v — w, u — 2v 3w son linealmente independie

determinar como son los vectores 6u — 5v— 13w, 2v+3w, 2u—v+w.

Demostrar que si a, b y ¢ son tres numeros reales distintos, entonces

vectores (1, a,az), (1, b,bz) y (1, c,cz) de R? son linealmente independient

Hallar los valores de x, para los cuales los vectores u = (x,1 — x, x),
vi= (2%, 2x = Ix+2) 'y w=(2x, x, X) ' de ¥y son linealmente

independiente.

Demostrar que los vectores u, vy w de ¥; son linealmente independiente de

V; & [uvw]#0

Si u, vy w son vectores linealmente independiente de ¥, analizar la

dependencia lineal de los vectores:
a) u+tv, u—v,uxv b) u+v, u+ (uxv), v+ (uxv)
c) u,v,(u+v)x(u—v)‘ d) u-v,vtw,u+w

Dado el espacio vectorial (F,+,R,.) y consideremos f,g,h € F definidas como
f(t)=sent, gt) =cost y h(/)=t>, hallar los nimeros reales tales que

af +bg +ch=0.

Supongamos que u, v € V gon vectores linealmente independiente de V,
probar que wy =au+bv, w,=cu+dv son linealmente independiente, si y

solo si ad — be # 0.

En R?, (a,b); (c,d) son linealmente independiente si y solo si ad — bc # 0.

Dados .. los  subespacion  de  R>: S ={(xy,2)€ R/x= y+z};
S, ={(x,y,2) € R [x+y ==z} ;Cumple que R = S, D8,?

Rpta. No se cumple

Considere los subespacios Vy W — R® asi definidos V = {(x,x,x) /'x € R};
W = {(x,y,0) / x,y € R}. Demuestre que R=Vvew. .
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Dado u =(1,2) y v =(-1,2), sean F, y F, respectivamente las rectas ¢

- —

o 2 § A 3
pasan por el origen en R” y contienen u y v respectivamente. Demue

2
que R* = F @F,.

Pruebe que el conjunto U de las matices triangulares inferiores y el conjunto!

de las matrices triangulares superiores son subespacios vectoriales de M(nx

que M(nxn) = U +'W'y que no se cumple M(nxn)=U® W, -

Sea V un espacio de dimension finita, si S < V es un subespacio. Probar g

existe un subespacio UV tal que V=S ® U.

- 3
Sea V=R® un espacio Vvectorial sobre k = R, Probar que u =(1,3,8

— -
v =(2,-2,3), w=(3,2,-5) forma una base de R’.

Dado el espacio S = {(x,y,z)e R’ (X=y=3z} rde R*. Hallar todos

subespacios T de R? ,talque S®T =R 2

Determinar el subespacio S de (R*+,R,) generado por los vectores (2,0,1

(-1,0,1), hallar una base de S y su dimension.

Sea S = L{(1,0,1),(1,1,0)} y T = {(0,-1,1),(1,5,4)}. Verificar que R® es

suma de S y T, pero no es la suma directa de dichos subespacios.

Sea V'=R*y v =(1,203), v, = (1,43,-1), v5 =(2,6,3,2) elementos de

definimos: W,={veR*/v=av, +bv,, a,be R}

W,={veR*/v=a3,acR}
i) Calcular W, W,

ii) Deun vector de R tal que no pertenezca a W, .
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‘ Si ¥=R?, W, ={(x,y) e R* | 2x = 3y}
W, ={(x,y)eR*/y=0}
Probar que: R = W, ®W, ‘}

Si V= L{(l,l,'1),(2,1,-2),(1,2,'1)} y W= L{(I,O,-l),(3,2,'3)}
Demostrar que V=W ) ‘)

Si  S={(x,y,2)eR’/x=y+z} 'y T={(x,y,2)eR>/3x-3y =2z}

subespacios de R®. Hallar dim (S+T)

EnR* . S = L{(1,1,0,-1),(1,2,3,0),(2,3,3,-1)}, T_ = L{(l,2,2,-2),(2,3,2@
3),(1,3,4,-3)} determinar: ST y S +T gexiste S® T? ;por qué? o

s

Determinar el subespacio  de (R*,#,R,) generado por i los vecto@

VW= (19_1a2) 5 Vot= (0$—la1) ¥ RN (191)0) .

Demuestre que los siguientes conjuntos de vectores generan el misg

subespacio de R

2) A= (L0102}, B={(1:2,0)2,2,-1)}

Ho

®

Determinar dos bases en cada uno de los siguientes espacios vectoriales de

T

vaifiih

b) A={(1-1,1),3,0,1)}, B={(-2,-1,0),(5,-2,3);

dimension finita.
a) V={(x,y,z)e;R3 [x-y=0}

b) W={[a,-j]EM2x2(R)/a”'+an '—'0}
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Si V=L{(1,0),(2,2),(3,0)} calcular dim Vi Demostrar que en k—espacio vectorial V, de dimension n 2 1, todo conjunto de
| n vectores v;,v,,...,v, son linealmente independiente si y sélo si generana V.
SitFi= L0}, (—5,0), (3,0)} demostrar que dim .V =1

Sea V en k — espacio vectorial, Si u,u,,...,u, son vectores de V que son

® G 6

Dados los subespacios de (R*,+,R,.) S={(x;y,z,w)e R* /x-+yz+ws linealmente  independiente  tales que S =L{u;,u,,..,u,} y

T=L{u,, u,,.,,.,u,} conr<n, demostrar que existe S® T

En R3 consideremos V= {(x’ v, Z) é R‘3 /2x_y+ z :0} Si 8= L{(l’2!'1;'2)~(3v191,1)a('1,0a1"1)} y

®

S={(x,y,2)e R/ x~2y—z =0} . Hallar: T=1(2,5,-6,-5),(-1,2-7,-3),(5,8,-5,-7)}. Demostrar que:

; . - y SAT=T b) S+T=S
a) dim(V+U) b) dim(VnU) ¢) Unabase de VAU Wl )

Sea V el espacio vectorial de las matrices de orden qxq con entradas numeros

reales W, ={deV/A=A'} y W,={4deV]/A=-4"} donde A’ denota

®

Supongamos que U y W son subespacios de V y que dim U= 4, dim W =

dim V =7. Hallar la posible dimension de U A W,
la matriz transpuesta de A:

Sl S=L {(2151‘1 -:] )s(2sl ) 1 i 1 )’(2)' l ’2"2)} )’ T=L {(3a4s 1 gt l )’(3’5’ l ,"1 )9( l ’2’ 1 ’-:
Determinar S+ T, SN T, dim(S+T) y dim(SnT)

®

a) Pruebe que #,, W, son subespacios vectoriales de V.

b) Demuestre V=W +W,,yque W, "W, ={0
Dados los subespacios S={(x,y,z,) eR* | x~y=2-1} ) que 1 254 1 , =10}

T={(x,y,2,)e R* /2x—y-3z=1} de R* Hallar S+T, ST, sus bas ¢) Calcular dimW,

y dimensiones. ; g ; ! ‘
Sea M ;.4(R) el espacio vectorial de las matrices 3x3 de componentes reales,

@ Consideremos en V4 (R) los subespacios S = L{(2,2,-1,2),(1,1,1,-2),(0,0,2,-4 definimos: O={Ad=[a;]e M3;(R)/a; =-a;}

1
N

y T = L{(2,-1,1,1),(-2,1,3,3),(3,-6,0,0)}. Hallar las bases de los subesp'
S,T,S+T,SNT y sus respectivas dimensiones. |

(Es 0.un subespacio de M 3,1 (R) ? Justifiquese

En caso afirmativo, hallar una base de 6.
@ Si S=L{(1,2,-1,-2),(3,1,1,1),(-1,0,1,-1)} y |
T = L{(2,5,6,-5),(-1,2,7,3),3,3,1,:2)}. Hallar S+ T y ST, bases
dimensiones. ;Existe S @ T? justifique A

2) Si ¥ =Liuyupuy.u,} ysi ;) es combinacion tineal de i,

demostrar que ¥V = L{u,,uy,...,u, }

{4 4]
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Si V=M, (R);sobre k=R

ot 9]0 1] [o 0] [0 0] 8y -
= 5 ) ) / na vase’
Qe b0 a1l oLl bl e

Sea ¥ ={[a;]e My, (R)/ ay, +ay, =0}

U {01 00} v, U base?
= 4 {ard Sl €S una pase’
0 ol’j1 0 £ -

Sea V =M,,,(R) espacio vectorial de matrices cuadradas sobre R y sean
W={la;le M,,,(R)/a); +a;, =0}y
W, ={la;]le M,,,(R)/ay +ay =0}

a) Demostrar que W, y W, son subespacios de V.

b) Hallar la dimensionde W,, W,, W, +W, y Wi OW,

Determinar si los vectores (1,1,1), (1,2,3), (2,-1,1) forman una base de R®. {

Probar que {(1,0,0),(1,1,0),(1,2,1)} es una base de R

Demostrar que el conjunto de vectores u, =(LLL1), u, =(1,-11,-L

uy =(1,2,3,4), uy =(1,0,2,0) generan R,

Sea S={(x,y,z)eR3/3x—y+z=0} probar que S es un subespacio de R

encontrar una base de S.

Para los subespacios S y T de R’ definida por:

S={(x,y,2)eR* I3x+y-5z=0} y T={(x,y,2)eR’/x-y+3z=0

encontrar la dimensionde S+ T.
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Si W={(x,y,2)eR’/x+y+z=0}

a) Demostrar que W es un subespacio de R3.

b) Hallar 2 vectores que generan a W.

Probar que: R> =R?+{t(l,-11)/te R} donde R?={(x,y,0)/x,y€R}

Sean L, y L, dos rectas distintas que pasan por ¢l origen en R?, probar que
R =L 4L,

Probar que R? = L, +L,,donde ‘[‘,, ={t(,))/te R}, L, ={A(2,-1)/ AR}

Si L={t(1,-1,1)/te R} y P={(x,y,2)/x+y+z=0]}.

a) Hallar LnP . b) Probarque R*=L+P

En R?, consideremos los subespacios U, ={(x,y,z)/x=y=1z},

U, ={(x,y,2)/ x+y+z =0} . Demostrar que R’ =U, ®U,

Encontrar una base para cada uno de las siguientes subespacios de R
a) S={(xy,z)/3x—-4y+z=0}
b) . S={(xy2)/x+y-z=0 A2x-yt+z=0}

Las soluciones de la ecuacion homogénea x + y + z + t = 0 forma un
subespacio vectorial, hallar unia base para este subespacio.

Si.U=L{(1,2,0),(0,2,1)} y W =1L{(0,0,2),(0,1,0)}.
a) Encuentre una base para UN'W

b) Determinar la dimension de U + W
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Verifique que R} =U®W , donde U={(x,y,0)/x,y € R} 'y 'W={(0,0,2)/z =1

Si U={(x,y,2)eR*12x£3Y¥ 20y ' W={(x,p, )R /x+2y -z

a) Encuentre una base para U N'W b) Determine dim (U +

b j 2%
Demuestre que W = {[a d} /b=c} esun subespacio de R~ 2 encuentrt
! i ¢ 5 3 R

dimension de W.

Sea ¥ =R’ ysea W el subespacio generado por (1,0,0) y sea U el subesp ‘
generado por (1,1,0) y (0,1,1). Demostrar que V es la suma directa de W'y J

Sea W={(x,y,z,t)eR4/x+y+z+t=0}, probar que los vec

{(2,0,0,-2),(2,0,-2,0),(8,-2,-4,-2)} forman una base de W.

Hallar la dimension de (W m U) + (VN T), si:
W={(x,y,2)€ R?/2y~3z =4x}, U={(x,y,2z)e R?/2x+2z =y}
T={(x,y,2)€ R/ x+3y=3z}
Dados los subespacios vectoriales de R}
W={(xyz)eR/x+y=0} y T={(x,y,2)eR’/y-2z=0}.

Hallar a) WUT, WnT y W+T

b) Determinar cuales de los tres subconjuntos de (a) ,

subespacios vectoriales

¢) Comprobar si se verifica W@ T = R?
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Dados los subespacios vectoriales de R* . w‘)

W= {‘(x,y,z,t)eR4 kX =i 2e =1l < {(Jc,y,z,t)csR4 /x+y+z+t=0}
T ={(x,y,z,t)e R* Ix=y=z=t}, sepide

a) Calcular los subespacios vectoresde W+ U, W+ T, U+ T

b) Calcular los subespacios vectorialesde W nU, WNT, UNT

¢) Calcular las dimensiones de los subespacios de (a) y (b)

Hallar el subespacio vectorial W=L{v,u} de R* dondev = (1,2,0,3) y
u=(0,-1,2,1). ;Para qué valor de a se verifica (2,a,-2,5) e W

Dado el subespacio vectorial de R*, W ={(x,y,z) e R’ /x+ y+2z=0} yel
conjunto de vectores S = {(1,0,-1),(0,1,-1),(3,2,-5)} se pide:
a) . Comprobar que S es un sistema de generadores de W.

b) Encontrar un subconjunto de S formado por dos vectores que sea también

sistema de generadores de W.
Dados los vectores v, =(1,2,0,0), v, =(1,2,3,4), vy = (3,6,0,0) , se pide:
a) Hallar el subespacio vectorial de L{v;,v,,v;} .
b) Dar una base de dicho subespacio y su dimensién, i
Dados ' 'los. ' subespacios = ‘vectoriales: “de Rqduol= L{(1,0,1),(2,1 ,(l?}i‘_,-
U={(a,a+b-a)eR*Ia,beR} yT={(x;p,z) € R® hx=z; y=0}, se pide:
a) ' Estudiar si el vector 'v =(2,0,2) pertenece a algunos de estos subespaci(ig.il
2 wllsH

b) Dar una base de cada uno de ellos

¢) Calcular sus dimensiones.
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Determinar el subespacio S = L{(2,0,1),(1,0,-1)} de (R>,+, R,.) . Hallar una

Dados los subespacios vectoriales de R?
base S y su dimensidn.

W={(a,2a,a+b)/abeR}, T={(xpz)eR’/x=0, y=0}.Secpide] ,

Dado los subespacios de (R 4,+,R,.), S = L{(2,2,-1,2),(1,1,1,-2),(0,0,2-4)} y
T = L{(2,-1,1,1),(-2,1,3,3),(1,-2,0,0)}. Hallar una base de S, de T Wt .S s
Hallar dim S, dim T, dim (S +T) y dim (S T).

a) Hallar WAT y W+T
b) Obtener una base para W T y otrapara W+ T

Dados los vectores vy =(L21), v, =(OL1) y v; =(2,5.3) se pide: Analizar si S ={(x,y,z,w)eR*/x~y=z A x+z=w} es un subespacio

®

a) Estudiar si son linealmente dependientes o independientes de (R*,+, R,.) en caso afirmativo. Hallar una base y su dimensién.

b) Determinar el subespacio vectorial W generado por estos tres vectores

®

Obtener en R*, los subespacios generados de los conjuntos siguientes:

la di ion de W. {
¢) Hallar una base y la dimension de A= {(1,1,0,-1),(1,2,3,0),(2,3,3,-1)} y B={(1,2,2,-2),(2,3,2,-3),(1,3,4,-3)}

d) Determinar el subespacio vectorial | L{vy,v,,v3,u} donde u, = (1,3 ) 4 .
S S ={(x,5,2) e R /x<=y+z} "y T={x7/2)eR /3xL3y==z}.

Hallar dim (T + S)

®

e) Determinar el subespacio vectotial L{v;,v,,vy,u,} donde u, =(0,

®

i 3 by L
Dados los subespacios vectoriales de R}, W= {(x,y,2)eR" /x=y, y 4

‘ Hallar un vector en R’ que genera la interseccion de U y W donde U es el
i

plano XY: U = {(a,b,0) / ab € R} y W es el espacio generado por los
vectores (1,2,3) y (1,-1,1).

T={(4a,a+b,b—a)ER3 /a,b e R} sepide

a) Calcular W NnT y W+T \
Sea V'=R" y sea W el subespacio generado por (1,0,0) y sea U el subespacio

®

b) Hallar una base y la dimension siendo W T y W+T generado por (1,1,0) y (0,1,1). Demostrar que V es la suma directa de W y V.

Si S'y T son dos subconjuntos de R® tales quedim S =1, dimT=2 y 'J

es subconjunto de T. Demostrar que S®T = R% )

®

SeaV={(x,y,z,t)eR4/x—y+z—t =0} yU={(x,y,2,0) e R* I 2x+y+2z+1=0}.

4 4
Hallar la dimension de los siguientes subespacios. U "V, U + V, RU 5 —]:7— s

®

Si S=L {( 1 "'1 )0,2)’(270039' 1 )9(4’()"2’ 1 )} y T=L {( l a'l ’ l 90),(232a' 1 12)3( 1 ,'5’ ! “
Hallar SN T y S+T hallar la dimensionde S, T SNT y S+T

®

V+U V+U
L Vil

Sea V ={deM;;(R)/ A= A"}.ProbarquedimV =6 Rpta. 2,4,1,1,1,2

®
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®

Si V= {(x,y,z) € R*/3x+2y 452 =0} . Probar que R> =V ®V*
Sea Q[\21= {a+bJ2/a,be R} . Probar que dim[v2]=2

Dados  los  subespacios ' de R Si =Rz € R 1x22y%3z =08

il
S, ={(x,y,2) e R} /x=y+ <0} Hallar dim(S; +.5,) Rpta. 3 1

5 -
Sea' V' =R* un espacio vectorial sobre k = R, sea u =(a,b) y v=

vectores en 'V, tal que ad ~ bc # 0, probar que u y v constituye una base de V.

una base de V.
Hallar las dimension de (S, NS,)+(S; +,) si:
S, =4{(x,3,2)/2y =32 =-4x}, 8, = {(x,7,2)/2x +2z =y},

S; ={(x,y,2)/x+5z =4y}, 8§; ={(x,y,2)/x+3y=3z}

Sean U, W y S subespacios de un espacio finito dimensional V tal que

V=U+W+S. Probarque V=U® W @ S, si y solo si:
dim V =dim U #+ dim W + dim S.
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En el pnesenie capitulo expondremos el concepto de transformacion lineal entre
dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo, las propiedades generales y
los tipos especiales de transformaciones lineales, se introduce la estructura de
Nicleo y de la imagen de una transformacion lineal y se estudia la relacién
entre sus dimensiones, al fijar una base en cada espacio se determina la matriz
asociada a una transformacion lineal y finalmente se trata de los espacios
vectoriales de las transformaciones lineales y el espacio dual de un espacio
vectorial.

DEFINICION.-

Consideremos dos espacios vectoriales V y W sobre el cuerpo k, a la funcion
T: V. — W, llamaremos una transformacion lineal u homomorfismo si y sélo si
cumple con las siguientes condiciones.

D | Tecty) =T +Ty), Vxye V|

Es decir: Que la imagen de la suma de dos vectores de V es igual a la
suma de sus imagenes en W.

i) [TOX)=AT(x), VxeV, Lek

Es decir: Que la imagen del producto de cualquier escalar por todo vector
de V es igual al producto del escalar por la imagen de dicho vector en W.
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Sea T: V — W, una transformacion lineal.

Vv T \AJ

Lﬁsﬂ':f

Sean (V,+.k,.) y (W,+k,.) dos espacios vectoriales, la funciéon T: V — W

una transformacion lineal si y solo si
T(ax + By) = aT(x) + BT(y), VapekyVxyeV
Demostracion

Suponiendo que T: V — W es una transformacién lineal entonces (i), (i1) ¢

validos; como V es un espacio vectorial = ax,Py € V,V a,feky V xy e:,

Entonces ax+Bye V ahora por la parte (i) se tiene: T(ax+fy) = T(ax)+T( ‘

y por la parte (ii) se tiene:

T(ax + By) = T(ax) + T(By) = oT(x) + BT(y), VxyeR, Vapek
T(ax + By) = aT(x) + BT(y)

reciprocamente supongamos que;

T(ax + By) =aT(x) + BT(y), Vapek yVxyeV

Entoncescomoa,pek = a=p=1

Puesl e k = T(l.x+ lLy)=T(x)+ T(y) se verifica i) 2
Sia=2, b=0, 1,0 € k entonces T(Ax + 0.y) = AT(x) + 0.T(y) = AT(x)
T(Ax) =X se verifica (ii), por lo tanto T es una transformaci6n lineal.

Ejemplo.- Probar que I: V- W (transformacién identidad) tal que

I(x)=x, Vx € V es una transformacién lineal.
Solucién
i)  I(ax +By) = ax + By = al(x) + Bi(y)
I(ax + By) =al(x) + Bi(y), Vxy eV, a,p ek
Por lo tanto I es una transformacion lineal
Detel;minar si la aplicacion f:R> - R®

Ejemplo.- definida por

f(x,y) = (2x, -y, x) donde k = R es una transformacion lineal.

Solucién
) Sl )+ (32, ¥2)1= f(x;, 1) + f(x2,,) por probar
SIG 1)+ (33, 3201 = (3 +x3, 9 +92)

‘ =(20x; +2X3)=P] = Y2 X %)
=(2x1,=Y1, %)+ (2x5,—Y5,%;)
=f(x, )+ f(x2,92)

i) f(A(x,y)) = Af(x,y) por probar
f(M(x,y)) = f(Ax,Ay) = (2Ax, -Ay, Ax) = A(2X, -y, X) = Af(x,y)

porlotanto f: R? — R’ es una transformacion lineal.
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Ejemplo.- Sea T: R® > R® tal que T(x,y,2) = (x,2,2)
. T es una transformacio6n lineal?

Solucién
Sean (x,,y,?z,)eR3, (xz,yz,zz)eR3 entonces
(X1, Y1, 21) + (X3, ¥2,22) = (%) # X350 + ¥, 2 +23)
T[(xy, 1521) + (X2, Y2, 22)1 =T (%) +X3,5) + 2,21 +22)
=X +X,,2,2)'+23)
T(xp,¥1520) +T(x3,¥2,23) =(%),2,21) +(x2,2,2;)
=(x; +x,,4,2, +2;)
de (1) y (2) tenemos

T[(xy, y1521)+ (X9, Y2, 2201 # T(xy, ¥y, 2) +T(x5, 92, 22)

por lo tanto T no es una transformacién lineal.
5

Ejemplo.-  Sean los subespacios R" y R™, xeR" un vector y A

matriz de R™", comprobar que la funciéon T: R" — R

definida por T(x) = Ax, A fijo, es una transformacién lineal.
Solucién
i)  Probaremos que T(x +y) = T(x) + T(y), x,yeR"
T(x +y)=A(x +y) = Ax + Ay = T(x) + T(y)

s Tx+y)=Tx)+T(y)
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ii) Probaremos que T(Ax) =AT(x), A € R, xeR"
T(Ax) = A(Ax) = LAx = AT(x) ‘
* T(Ax) =AT(x)
por lo tanto de (i), (ii) T es una transformacion lineal.
Ejemplo.- Sea el espacio vectorial V = {f / f: R — R continua} sobre el
campo R, definimos: T : V 5V tal que T(f(x))= ‘[’ f(t)dt

Probar que T es una transformacion lineal.

Solucién

i) T(f(x) + g(x)) = T(f(x)) + T(g(x)), V f.,g €V por probar

T(f(x)+g(x) =T((f +g)x) = [ (f +g)0)dt

- _[(f (6) +g(2)dt = [ f(t)dt + [ g(t)dt = T(f(x)) + T(g(x))

T(f(x) + g(x)) = T(f(x)) + T(g(x))

i) TOf(x))=AT(f(x)), VfeV y A € R por probar

T(Af(x) =T(AS/Nx)) = _[(lf No)dt

s f AF@dr=a j: P =AT(F ()

. TOM(x)) = AT(f(x)

por lo tanto de (i), (ii), T es una transformacion lineal.
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Ejemplo.-  Consideremos V un espacio vectorial y f: V>R, g:V =
dos transformaciones lineales, sea F: ¥ — R? una aplicaci

tal que F(v)=(f(v), g(v)), V veV, demostrar que F es 1

transformacion lineal.

Solucién
i) B(v+ w)=F(v)+ fw), ¥ viw & V' por demostrar:
F(v+w) = (flv +w), g(v+ w))
= (f(v) + f(w), g(v) +g(w)) por ser f'y g transformacion
= (f(v), g(v)) + (fiw), g(w)) = F(v) + F(w)
por 16 tanto F(v + w) = F(v) + F(w)
ii) F(v)=AF(v), Vv eV, AeR pordemostrar
F(\v) = (fW), g(Av)) = (Af(v), Ag(v)) por ser f'y g transformacion
= Mf(v), g(v)) = A F(v), 'por lo tanto F(Lv) = AF(v)

Luego de (i) y (ii) F es una transformacion lineal.

Ejemplo.- Si 7:R>—> R’ es una transformacion lineal tal

T(1,2) = (1,0,-1), T(2,1) =(2,1,-2) hallar T(x,y)
Solucién
Expresaremos a (x, y) € R? como combinacién lineal de (1,2) y(2,1)
(xy) = a(1,2) + B(2,1)

(x,y) = (a.+ 2B, 2a + B),. Por igualdad se tiene:

Wy sy
x=a+2f e
y=2a+p

reemplazando en (1)

e 2y3""(1,2)+ 2"3‘ Y 2,1

- A 1,2)+ sEEy (2,1)], T transformacién lineal

T(x,y)=T][ 3 3

___2y—x

sy ) P

2,1,-2
3 = )

T(1,2)+3"3'—"’T(2,1) e

2 2x—y

T =52 0-25 1 A 222 20c )

2y—x+4x—2y’0+ 2x—-y 2y-x 2(2x—-y)) RS 2x-y

=( 3 { DL TR 3

’_x)

Pyl (e 222

’_x)

Ejemplo.- Si F es una transformacién lineal de R® en R? tal que
F(0,-1,1) = (1,2), F(1,-1,0) =(3,4) y F(1,0,0) = (5,6). Hallar
F(x,y,z)
Solucion

Escribiremos a (x, y, z)eR3 en combinacion lineal de (0,-1,1), (1,-1,0) y
(1,0,0) esdecir: (x,y,z) = a(0,-1,1) + B(1,-1,0) +y(1,0,0) oy oil(F)

x,y,2) =(B +v,- o - B, a), porigualdad tenemos
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x=p+4 a=z =(aj) +ay)+(b +by)=T(A)+T(B)
y=-a-f =1 {f==~(y+z) reemplazando en (1) 0
z=a A=x+y+z )

)" TOA)=AT(A), ¥ AeM,.5(R) yXs R por piobar
(%,3.2) = 20-1,1) - (y + 2)(1,-1,0) + (x + y + 2)(1,0,0) ~ |

»

T(M)=‘T(ﬂ[a“ a‘?}):r([’l““ "an])

como F es una transformacion lineal, entonces
a4 ay Aay  Aay

F(x,y,2) = F[2(0,-1,1) - )y + 2)(1,-1,0) + (y + 22)(1,0,0)] : ' :
= 2F(0,-1,1) — (y + 2)F(1,-1,0) + (x + y + 2)F(1,0,0) =+ dag = Ml +an) = AT(4)

=2(1,2) = (y +2)(3,4) + (x +y +2)(5,6) T(AA) = AT(A)

=(z -3y -3z+5x + 5y + 52, 2z 4y — 4z + 6x + 6y + 62) Por lo tanto de (i) y (ii) T es una transformacion lineal.

=(5x + 2y +3z, 6x + 2y +4z)

Sean (V,+k,.), ‘(W,+,k,.)‘_ dos espacios vectoriales y T: V — W una
transformacion lineal, se cumple laé.siguienteé afirmaciones.

F(x,y,z) = (5x + 2y + 3z, 6x + 2y + 4z)

Ejemplo.- 'Si V'=M,,,(R) conjunto de las matrices de orden dos y s

T:M,,(R)—> R una aplicacién tal que: 7(A)=a, +a; W el _ : ;
donde A€ M, ,(R) ;T esuna transformacién lineal? ' i (Z a,.v,.‘) = Zaﬂ'(vi) b) ‘T@,)=0,
i=1 i=1 o
Solucién
, ¢) T(-v)=-T(v)
a, a by b Demostracion
Sean A,BeM,,(R) = A=[a” a”], B=[b2v' bz] ‘ Lemostracion
o Wil s a) Lademostracion se hace por induccién

i) T(A+B)=T(A)+ T(B) por comprobar

a4 9 b, bxz]
By =P
Rl ([“zl a22:|+[b2, bzz)

=T([all Pt ])7—‘(‘111 +by,)+(ay +by)

ay +by ay +by

2
D ‘Sin=2, se cumple T(Za,-v,.)=T(a1v1+a2v2)
i=]
' =a1T(VI)+a2T(V2), Vl,VZ EV

a,,a, €k pues T es transformacion lineal
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E.s. LA

Sean (V,t+k,), (W,+k,) dos espacios vectoriales y f V — W una
transformacién lineal es decir que se cumple (i) y (ii) en esta definicion f no
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ii) Supongamos que paran=h conh>2 secumple.

h+l h
T(Za,vi) = Za,T(v,.)
i=1 i=1
tiene ninguna condicién salvo que solamente sea una funcién por lo tanto
daremos los siguientes conceptos:

h 1
= T(Z a;v;) + T(a;,,v;.) pues T es transformacion li

=1

i

h
- Z @,T(v,)+ . T(vy) de (i) T transformacion line
i=]

Si V=W, entonces la transformacion lineal f se llama endomorfismo vy si esta
es biyectiva entonces recibe el nombre de automorfismo, es decir un

h+1
= Z a,T(v,), por lo tanto como se cumple para. n = h

automorfismo es toda transformacion lineal biyectiva de un espacio vectorial

i=l

> al
B en si mismo.

i e R Ejemplo- Si f:R*> >R® es una aplicacion definida por

f(x,y) = (x +y, x—y) (f es un automorfismo?

Solucién

Para que f sea un automorfismo debemos probar que f sea una transformacién

b) 7@,)=T(,+6,)=T(6,)+T(8,), T es transformacién lineal

7(6,)-T6,)=T(6,)+T(6,)-1(,)

6,=T@6,)+6, = T@6,)=0, lineal biyectiva
i a) fes una transformacién Jineal.

¢) T(-v+v)=T(-v)+T(v) porser T transformacién lineal |

' ) (G, )+ (0, ¥2)) = f(xy + x5, 91 +3,)

T4 T(v)=0,
FiG 5T o = X+ Yy X+ X -y - Y)

T(-v) =-T()+6, =-T() =X +yLx =y +H (X + Yy, X — 1))

T(-v) = -T(v) = i)+ (3 7)
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i) fAG)) = 0, Ay) = (0x + Ay, Ax < Ay) =K+ Y, X = y) = MG

por lo tanto de (i) y (ii) f es una transformacion lineal.
b) fesinyectiva

Sean. (x}, 71 ) (X2,)2) € "5 ,v‘tal que

f(Xl,y1)=f(x2‘,,Vz)‘ = (+yLX%-y)=0+y,X-Y,)

NtV EX+), L {x1=x2
X =N 00 iy Ve

Luego f(x;,3)=f(x2,)2) = (x,0)=(x2,¥3)

Por lo tanto fes inyectiva.

¢) fes suryectiva
V (x3,52) €R?, 3 (%, ) € R tal que f(x,31)=(x2,72)

(x; + ¥, % =y;) =(x;, ;) porigualdad se tiene:

Bl L A
X +y =x 1 “hbisyio
{1 N % 2
X -N=V e Fa1Va,
2

Xy + Yy Xy — Y f
Luego V (x;,53), 3(x,,y,)=(—2—2—-2—,—2—2——2) tal que:

NHtY X ")’2)=(

f(xl!y|)=f( 2 ’ 2 2 2

2 2

=(x3,¥3), porlo tanto f es sobreyectiva

Luego de (a), (b) y (¢) f es un automorfismo.
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Ejemplo.- * Sea f:R?->R® una transformacion lineal definida por

f(x,y) = (x +y,0,x +y) (f es monomorfismo, epimorfismo?
Solucién

F es monomorfismo si f es inyectiva

Six#y setiene (x,y) # (y,x) sin embargo f(x,y) = f(y,x)

Por lo tanto f no es inyectiva

" Por lo tanto f no es un monomorfismo

f es un epimorfismo si f es sobreyectiva

Y (x,,2) € R? tal que f(a,b) = (x,y,2)

Luego para (3,1,2) € R* no existe (x,y) € R?/ fix;y) = (3,1,2)
Por lo tanto f no es sobreyectiva con lo cual fno es un epimorfismo
Ejemplo.-  Laaplicacién f: R* — R? definida por: f(x,y,z) = (y,-x,2)

f es un automorfismo en R>?
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